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FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA 2° Cuatrimestre 2019
REGIMEN DE CURSADO Y PROMOCION -

Cursado

1 Laevaluacion del cursado tendra en cuenta 6 (seis) talleres, 3 (tres) examenes parciales-coloquios, un examen recuperatorio,
y la entrega de un informe de una Nota de Aplicacién de FVC. Los examenes incluyen teoria, practica y recuperatorios de
talleres.

2 Cada examen parcial se calificara en escala de 0 a 100 puntos (20 puntos de teoria, 60 puntos de practica y 20 puntos
correspondientes a 2 talleres por parcial). En los puntos de teoria del tercer parcial se incluye la evaluacion del resumen de la
Nota de Aplicacion de FVC (el informe final de la Nota de Aplicacién se evalla al completar la promocion o rendir examen
final).

3 Cada taller se califica con 10 puntos si esta aprobado y con 0 puntos si es desaprobado. El dia del examen parcial se suman
los puntos de los talleres aprobados previamente y se podran recuperar los talleres desaprobados o ausentes.

4 Los alumnos que aprueben al menos 4 talleres (0 sus recuperatorios) y obtengan un promedio mayor o igual a 60 (sesenta)
puntos entre los tres examenes parciales, aprobados individualmente con un minimo de 50 (cincuenta) puntos, tendran
aprobado el cursado de la materia.

5 Los alumnos con tres 0 mas recuperatorios de talleres desaprobados tendran desaprobado el cursado.

6 Quienes no obtengan un promedio mayor o igual a 60 (sesenta) puntos entre los tres examenes parciales, pero si tengan
aprobados al menos 4 talleres (o sus recuperatorios), tendran opcién a rendir un recuperatorio. En este examen se recupera
cada uno de los parciales que se haya desaprobado con menos de 60 puntos. La aprobacion del recuperatorio consiste en
obtener un minimo de 60 (sesenta) puntos en cada parcial recuperado.

7 En caso de inasistencia a un examen parcial se considerara justificada Unicamente si se presenta un certificado médico del
departamento de sanidad, o certificado de rendir otro examen, en la clase posterior al examen parcial o se avisa por correo
electronico (calandri@criba.edu.ar) en la misma fecha y luego se presenta el certificado. De cualquier otro modo la
inasistencia se considerard injustificada.

8 En caso de inasistencia:
e si es justificada el alumno rinde el examen ausente en una fecha a acordar durante la semana posterior al examen.

e si es injustificada se considera que el examen y los recuperatorios de talleres estan desaprobados.

Promocion

En los exdmenes parciales se incluyen ejercicios tedricos. La aprobacion de cada coloquio se obtiene aprobando el ejercicio
tedrico (més de 10 puntos) y sumando méas de 60 puntos entre teoria, practica y talleres.

Quienes no hayan aprobado los coloquios, pueden recuperarlos en la fecha del examen recuperatorio de promocién.

La promocion se obtiene aprobando los coloquios y con la entrega de un trabajo final, que se calificara con un puntaje de 0 a 10
e incluye los temas que no se alcanzaron a evaluar en los parciales y coloquios. La nota final es el promedio de las cuatro notas
obtenidas.

Fechas de parciales-coloquios: Talleres:
Primero......cccceoevencieicne. 13 de septiembre Primero.......cccoceee. 23 de agosto
SeguUNAO ....cceviiiie 18 de octubre Segundo............. 6 de septiembre
TErcero ...cccoovveeveieicienns 22 de noviembre Tercero .......... 27 de septiembre
Recuperatorio..........cccoceoueeene 2 de diciembre Cuarto .....ccoeveee. 11 de octubre

Quinto ............... 1 de noviembre
Nota de aplicacion: Sexto ... 15 de noviembre
RESUMEN.....coiiiieieeci e 4 de noviembre
Informe final ................... 6 de marzo de 2020

Pagina web de la materia: http://Icr.uns.edu.ar/fvc/  (clave: fvc2019)

Grupo Facebook: FVC.UNS (solicitar ser miembro)



http://lcr.uns.edu.ar/fvc/

PROGRAMA ANALITICO:

1.

Integrales impropias

Definicion. Criterios de convergencia. Integrales que dependen de un parametro. Convergencia uniforme. Criterio de
Weierstrass. Integracion y derivacion de una funcidn definida por una integral impropia.

Funciones de una variable compleja

NUmeros complejos. Operaciones fundamentales. Geometria del plano complejo. Rectas y circunferencias.
Introduccion del punto al infinito. Esfera de Riemann. Funciones de una variable compleja. Limites. Continuidad.
Diferenciabilidad. Funciones analiticas. Ecuaciones de Cauchy Riemann.

Integral en el campo complejo

Definicion. Propiedades. Teoria de la integral de Cauchy. Teorema de Cauchy y consecuencias. Formulas integrales de
Cauchy. Estimaciones de Cauchy para el médulo de las derivadas. Teorema de Liouville. Teorema de Morera.

Series de Potencias

Desarrollos en series de Taylor. Circulo de convergencia. Series de Laurent. Puntos singulares de una funcion. Nocion
de funcién multiforme. Singularidades aisladas. Clasificacion. Residuos. Teorema de los residuos. Célculo de
integrales.

Transformada de Laplace

Definicion. Propiedades. Convergencia. Calculo de transformadas. Teoremas fundamentales. Transformada inversa.
Aplicacion a la resolucion de ecuaciones y de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Convolucion. Funciones
impulsivas. Desarrollos de Heaveside. Transformadas de funciones periddicas. Utilizacion de variable compleja para
obtener transformadas inversas por formulas integrales.

Series de Fourier

Funciones ortogonales. Conjuntos de funciones ortonormales. Sistemas completos. Desarrollos en serie de Funciones
ortonormales. Coeficientes de Fourier. Aproximacion en media cuadratica. Desigualdad de Bessel. lgualdad de
Parseval. Convergencia de las series de Fourier trigonométricas.

Transformaciones en el plano complejo

Estudio geométrico de las transformaciones elementales: lineal, inversidn, bilineal, potencias, logaritmos y
trigonométricas. Transformacion conforme. Invarianza de las funciones arménicas respecto a las transformaciones
conformes. Aplicaciones.

Integral de Fourier

Forma compleja de la serie de Fourier. Integral de Fourier. Convergencia. Transformada de Fourier. Convolucion.
Aplicaciones.

Transformada Zeta

Definicion. Propiedades. Convergencia. Calculo de transformadas. Transformada inversa. Aplicacion a la resolucion
de ecuaciones en diferencias.
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Cronograma 2do. Cuatrimestre 2019

Horario de clases de teoria-practica: Horario de clases de practica:
e Lunes de 8:00 a 10:00 hs. Aula: 211 Alem e Lunes de 10:00 a 11:00 hs. Aula: 211 Alem
o Miércoles de 14:00 a 16:00 hs. Aula: 3 Palihue * Viernes de 16:00 a 17:00 hs. Aula: 3 Palihue

¢ Viernes de 14:00 a 16:00 hs. Aula: 3 Palihue

Consultas:
Lunes 11:00 hs. Aula: 211, Alem;  Miércoles 16:00 hs (Palihue);  Viernes 17:00 hs. Aula: 3 Palihue

Series numéricas. Convergencia absoluta. Criterios. Integrales Impropias.

Lun 12 Definicion. Criterios de convergencia.

Series de Funciones. Convergencia uniforme. Integrales que dependen de un
parametro. Convergencia uniforme. Criterio de Weierstrass.

Vie 16 Integracién y derivacion de una funcion definida por una integral impropia.

Mie 14

E Lun 19 Feriado
8 Numeros complejos. Operaciones fundamentales. Geometria en el plano
1G] Mie 21 complejo. Regiones. Clasificacion de puntos y conjuntos. Rectas y
< circunferencias. Definicién de entorno.
Funciones de una variable compleja. Polinomios. Funcion Exponencial.
Limites.
Lun 26 Propiedades de limites. Continuidad. Propiedades de funciones continuas.
Mie 28 Introduccidn del punto al infinito. Esfera de Riemann. Limites infinitos.
Vie 30 Diferenciabilidad. Funciones analiticas.
Lun 2 Ecuaciones de Cauchy Riemann.Funciones armdnicas conjugadas.
Mie 4 Funciones trigonométricas. Funciones hiperbdlicas. Funcién Logaritmo

Repaso y ejercicios tedricos
Lun 9 Repaso y ejercicios tedricos
Mie 11 Feriado
Vie 13

w
o
g Lun 16 Funcio_nes multiv:_aluadas. Ramas. Funciones trigonométricas inversas.
w Potencias complejas
E Mie 18 Integral en el campo complejo. Definicion. Propiedades.
% Vie 20 Teorema de Cauchy y consecuencias. Primitivas.
Lun 23 Teorema de Cauchy para dominios maltiplemente conexos.
Mie 25 Férmulas integrales de Cauchy. Teorema de Liouville. Teorema de Morera.

Sucesiones. Series numéricas complejas. Series de funciones complejas.
Convergencia Uniforme

Lun 30 Series de Potencias. Desarrollo de Taylor. Circulo de Convergencia.




OCTUBRE

Mie | 2 Convergencia absoluta y uniforme de series de potencias.

Vie| 4 Series de Laurent. Puntos singulares. Clasificacion

Lun| 7 Ceros y polos. Regla de L"Hopital. Calculo de residuos.

Mie | 9 Teorema de los residuos. Descomposicion en fracciones simples.
_ Repaso y ejercicios tedricos

Lun | 14 Feriado

Mie | 16 Repaso y ejercicios tedricos

Lun | 21 Transformada de Laplace. Definicion. Convergencia. Propiedades de la

Transformada de Laplace.

Mie | 23 Célculo de Transformadas. Teoremas Fundamentales. Transformada inversa.
Vie | 25 Respluc_i(')n de ecuaciones y sistema} de ecuaci_ones dife:r,er!ciales ordinarias.
Aplicaciones. Teorema del Valor Final. Funciones periddicas.

Lun |28 Series de Fourier. Convergencia de las series de Fourier.
Mie | 30 Simetrias: par, impar y media onda. Forma compleja de la serie de Fourier.

Convergencia uniforme. Derivacion e integracion de una serie de Fourier. Igualdad
de Parseval. Espectros en frecuencia.

Funciones ortogonales. Desarrollos en series de Funciones ortonormales. Series de

Lun| 4 Ortonormales. Coeficientes de Fourier. Aproximacion en media cuadrética.
Mie | 6 Elecciones UNS
w Vie| 8 Transformaciones en el plano complejo. Lineal. Inversion.
% Lun |11 Bilineal. Transformaciones conformes.
S| Mie|13 Principio de variacion del argumento.
— ; Aplicaciones de Laplace y Fourier
> :
(@) Lun |18 Feriado
Z Mie | 20 Repaso y ejercicios tedricos
Vie | 22
Integral de Fourier. Transformada de Fourier. Convolucién. Relaciones entre
Lun |25 - , L. .
Fourier y Lapalce. Formula de Inversion Compleja de Lapalce.
Mie | 27 Funciones impulsivas. Transformada Z.
Vie | 29 Resolucion de Ecuaciones a diferencias.



Funciones de Variable Compleja.

Esta guia cubre esencialmente gran parte de las definiciones, lemas y teoremas estudiados en el
curso de Funciones de Variable Compleja. Se denomina Guia y no Notas de Curso pues se espera
que sus lectores recurran a los textos citados en la bibliografia.

Para la primer parte de la materia se puede utilizar cualquier libro de Célculo, como por

ejemplo:

s Introduccion al cdlculo y al andlisis matemdtico. Courant, Richard; John, Fritz. Vol. 1 y 2.

(517. C833)
» Métodos Matemdticos de la fisica. Moretti, Gino. (530. M818)

s Matemdtica superior para ingenieros y fisicos. Sokolnikoff, Ivan S. (517. So39ma5)

Series

Definicién 1 Dada una sucesion aq, as, ..., 4y, , ... de numeros. La expresion
o0
ar+ax+---+ap+---= g anp
n=1
se llama serie numérica. Los a,, se llaman términos de la serie.

Sucesion de sumas parciales

Definicién 2 La sucesion de sumas parciales es la suma de los N primeros términos de la serie.
N
Sy=a1+---tan = E an
n=1

Nota: el simbolo Y significa “la suma de” o “la serie de”, si no se aclaran los extremos, inferior

y superior significa que podrian ser cualesquiera.

Definicién 3 Si existe el limite finito S = A}ﬁn Sy, se dice que la serie converge y el limite S
—00

es la suma de la serie. Si el limite no existe entonces se dice que la serie diverge y no tiene suma.

s La convergencia no depende de los primeros términos. Por ser un limite importa lo que suceda

a partir de un NV suficientemente grande.



Condicion necesaria

Teorema 1 Si una serie converge su n-ésimo término tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Corolario: Si el n-ésimo término de una serie no tiende a cero cuando n tiende a infinito, la
serie diverge.
Series con términos positivos
Criterio de comparacién

Sea 0 < a,, < b,, Vn € N, entonces:

= Si ) b, converge entonces Y a, converge.

= Si ) a, diverge entonces Y b, diverge.

Criterio de D’Alambert

. . ; Gp41
Si para la serie Y a,, , con a, >0, lim = L entonces:

n—oo (O,

» si L < 1 la serie converge.

= si L > 1 la serie diverge.

Criterio de Cauchy
Si para la serie > ay, , con a, >0, lim {/a, = L entonces:
n—oo
= si L <1 la serie converge.

= si L > 1 la serie diverge.

Criterio de comparacion con limite del cociente

Teorema 2 Sean a, >0 y b, >0, Vn € N; y sea A= lim =, entonces:
n—oo0 “n

1) SiA#0y A+ oo, las series Y b, y > a, tienen la misma naturaleza (ambas convergen o

ambas divergen,).
2) Si A=0y > b, converge entonces »_ a, converge.

3) Si A=o0 y > b, diverge entonces »_ a, diverge.



Series alternantes

Las series alternantes son aquellas cuyos términos son alternativamente positivos y negativos,

es decir Y (—1)"ay, con a, > 0.

Teorema de Leibniz

Teorema 3 Si una serie alternante Y- (—1)"ay,, es tal que sus términos a, son estrictamente
decrecientes, y lim a, = 0, entonces la serie converge, su suma es positiva y no supera el primer
n—oo

término ag.

Series con términos positivos y negativos.

Convergencia absoluta y condicional

Definicién 4 La serie Y a, converge absolutamente si converge la serie Y |ay| .
Teorema 4 Si la serie Y |ay,| converge entonces la serie Y a, también converge.

Definicién 5 Si la serie > an converge y la serie Y |ay| diverge entonces se dice que la serie

> a, converge condicionalmente.

= La suma de una serie absolutamente convergente no depende del orden de sus términos.
Anadlisis de Convergencia

Conviene proceder en el andlisis utilizando los criterios en el siguiente orden:

1. Condicion necesaria.

2. Convergencia absoluta: criterios de series de términos positivos (comparacién, D’Alambert,

Cauchy).

3. Convergencia condicional: Leibniz, sumas parciales.
Propiedades
Si > any Y by, son series convergentes con suma A y B respectivamente, entonces:

= > (an +by,) converge y su suma es A + B.

» Si ¢ es un numero real, Y ca, converge y su suma es c A.



Integrales impropias

Definicién 6 Dada una integral
b
|t

a) el intervalo de integracion no tiene longuitud finita,

en cualquiera de los casos donde:

b) la funcion f(x) no es acotada en (a,b),
¢) una combinacion de los dos casos anteriores,

diremos que la integral es una integral impropia.

Definicién 7 Decimos que f(x) es seccionalmente continua, o continua a tramos, en el intervalo

[a,b] sitiene a lo sumo un niimero finito de discontinuidades tipo salto (existen los limites laterales).

Definicién 8 Si f(z) es continua a tramos en [a, R], VR > a y existe el siguiente limite

R
L= h'm/ f(x)dx

R—o0

diremos que la integral faoo f(z) dx es convergente y que L es su valor y escribimos faoo f(z)dx = L.

En caso contrario se dird que la integral es divergente.

. e, . . . (o]
Teorema 5 Una condicion necesaria y suficiente para que converja fa f(z)dx es que: para todo

€ > 0 existe un numero positivo N tal que

/pq f(x)dzx

<e Vp,q> N.

Criterio de la integral

Teorema 6 Sean los términos de la serie Y a, positivos y no crecientes,es decir ay > az > -+ -,

y sea f(x) una funcidn continua mondtona decreciente tal que:

f)=a1, f(2) =az, ... f(n) =an, ...

a) Si la integral impropia floo f(z)dx converge, es convergente también la serie.

b) Si la integral impropia floo f(x)dx diverge, es divergente también la serie.



Definicién 9 Se dice que la integral impropia f_boo f(z)dx es convergente si existe y es finito el

limite

R—o0

b
lim / f(x)dzx
-R

Definicién 10 Se dice que la integral impropia fj;f f(z) dx es convergente si existe y es finito el

limite doble

R
lim / f(x)dzx
-P

P,R—o0

lo cual es equivalente a pedir que las dos integrales impropias siguientes sean convergentes

/ Crwar g ’; f(z)dz,

donde a es un nimero real cualquiera.

Definicién 11 La expresion Rh’m f_RR f(z)dx se llama Valor Principal de Cauchy de la integral
— 00

fj;o f(z)dx y lo notaremos como V.P.C. fjof f(x) da.

Este valor puede existir ain cuando la integral impropia es divergente (Ej. fjo(f x dx).

Integrales impropias en las que el integrando no es acotado

Supondremos ahora que ¢ € [a,b] y que lim |f(z)| = oo.
Tr—c

Definicién 12 Se dird que f; f(z) dx es convergente si existen y son finitos los siguientes limites.
b . b
)c=a, [ f(z)de= 51—I>I(I)1+ Joe flz) da
2)c=b, [*flx)ds = lim [*° f(z)da
@ e—0t ¢
3) ce(a,b), fb f@)yde = lm [ f(z)de + lim fira f(z)dz
@ @ EQA)O+ ¢ 2

I
EIA)O+
Definicién 13 En el tercer caso de la definicion anterior también se denomina Valor Principal

de Cachy al limite

cte

V.P.C./bf(x)dx:h'ma—>0+ (/c_ef(x)dx—i— ’ f(m)dx)



Operaciones validas con integrales impropias

En las siguientes integrales debe considerarse que alguno de los extremos puede ser infinito o

que el integrando no esté acotado, es decir vale para cualquier tipo de integral impropia.

1. Vale la férmula

/ab/\f(m)dx:)\/abf(x)dx

2. La ecuacién

/ab (fi(z) + f2(x)) dz = /abfl(x) dm+/abf2(m) de

no siempre es cierta. Es claro que si las integrales de la derecha convergen, la de la izquierda

también y vale la igualdad.

3. Férmula de integraciéon por partes

/f1 ) fo(x)dz = fi(z) fa(x /f2 ) fi(x

Esta ecuacion es vélida si cualquier par de estas expresiones existen

Definicién 14 Si f: |f(z)| dz es convergente se dice que f(x) es absolutamente integrable en

ese intervalo y que f; f(x)dz converge absolutamente.

Criterio de comparaciéon

Teorema 7 Sean f y g dos funciones integrables sobre todo intervalo cerrado y acotado en [a, 00)

tales que
0< f(z) <g(x) paraz > a.

Se tiene:
1) Si [ g(x)dx converge entonces [ f(x)dx converge.
2) Si [ f(x)dx diverge entonces [~ g(x)dx diverge.

Teorema 8 Sean f y g dos funciones integrables sobre todo intervalo cerrado y acotado en [a, o)
tales que f(x) >0 y g(x) >0 para x > a. Sea A = IILH;O %, entonces:

1) Si A#0 y A+# oo, las integrales fa fl@)dz y f x) dzx tienen la misma naturaleza.
2)SiA=0y faoo g(x) dx converge entonces fa f(x)dz converge.

3) Si A=o0y [ g(x)dx diverge entonces [ f(z)dx diverge.



Aclaracién: El criterio de comparacién y el teorema anterior (comparacién por limite del
cociente) también valen para integrales impropias del segundo tipo (integrandos no acotados). En
ese caso el limite se calcula en el punto del intervalo de integracion en el cual el integrando no es

acotado.

Ejercicio 1 Demostrar el teorema anterior (utilice definicién de limite y criterio de comparacién).

En el siguiente teorema y definicién debe considerarse que alguno de los extremos puede ser

infinito o que el integrando no esté acotado.
Teorema 9 Si f; |f(z)| dz es convergente entonces fab f(xz) dx también es convergente.

Definicién 15 Si ff |f(z)] dz es divergente y ff f(x)dx es convergente se dice que f; f(z)dz

converge condicionalmente.

Series de funciones

Definicién 16 Una serie se llama serie de funciones si sus términos son funciones de una variable

o pardmetro, que lo indicaremos con la letra x, es decir:
A@)+ fa@) + 4 falz) + =) fala),
n=1

es una serie de funciones. Dandole valores a x, obtenemos diferentes series numéricas que pueden

ser convergentes o divergentes.

o0
Definicién 17 El conjunto de valores de x para los cuales una serie de funciones Y fn(x) con-
n=1
verge se llama dominio de convergencia de esa serie. En el dominio de convergencia su suma

es una cierta funcion de x, S(x).

Definicién 18 Fn el dominio de convergencia S(z) =  Sn(z) + rn(z), donde
ry(x) = >  fau(x) se llama resto de la serie.
n=N+1

Teorema 10 En el dominio de convergencia el resto rn(z) de una serie convergente tiende a cero

cuando N tiende a infinito.



Convergencia puntual

Definicién 19 La serie Y f,(x) se llama convergente (o puntualmente convergente) en un inter-
valo o conjunto de puntos P C R, si en cada x € P, a todo nimero positivo € > 0, arbitrariamente

pequetio, corresponde un nimero N (e,z) tal que para todos los n > N se cumple que

15(x) — Sn(2) <e.

Convergencia uniforme.

Definicién 20 Sea P un intervalo o un conjunto de puntos en R. La serie Y fn(x) se llama
uniformemente convergente en el conjunto P, si a todo numero positivo € > 0 arbitrariamente

pequenio corresponde un nimero N () tal que para todos los n > N yVa € P se cumple que

|S(z) — Sp(z)] < e.

Test de Weierstrass

Teorema 11 Sea una serie de funciones Y fn(x). Si existe una serie numérica convergente, Y Gy,

con términos positivos, tales que

|fn($)| <ap

para todos los valores de x € P, entonces la serie de funciones converge absoluta y uniforme-

mente en P.

Teorema 12 La suma de una serie de funciones continuas que converge uniformemente en un

cierto intervalo [a,b] es una funcidn continua en ese intervalo.



Integrales impropias paramétricas

Sea S* = {(x,t), x € P CR,t € [¢,+0)}. Sea f : S* — R y supongamos que para cada x € P
la integral impropia fcoo f(z,t) dt es convergente, entonces sobre el conjunto P se puede definir la

siguiente funcién

F(z) = /Oof(as,t)dt

Convergencia puntual

Definicién 21 La integral f:o f(z,t)dt converge puntualmente sobre un conjunto P C R, a la

funcidn F(x), si en cada x € P y para todo £ > 0, existe un Ro(e,x) > ¢ tal que

R
F(x)—/ f(z,t)dt| <e VR > Ry.

Convergencia uniforme

Definicién 22 Supongamos que [.° f(z,t)dt converge puntualmente a F(z) en el conjunto de
puntos P. La integral converge uniformemente sobre el conjunto P si para todo € > o existe un
Ro(g) > ¢ tal que

R
F(x)—/ flz,t)dt| <e VxeP yVR > Rp.

Criterio M de Weierstrass

Teorema 13 Supongamos que existe fCR f(z,t)dt para todo R > ¢ y todo x € P. Si existe una

funcion positiva M (t) > 0 cuando t > ¢ tal que
|f(xz,t)| < M(t) parax € Pytodot>c

con fcoo M(t)dt convergente, entonces la integral f:o f(z,t)dt es absoluta y uniformemente con-

vergente sobre el conjunto P.

Este criterio también es aplicable en integrales impropias del segundo tipo (integrandos no

acotados).



Aplicaciones de la convergencia uniforme

Sea F(z) = [ f(x,t) dt una integral impropia y S* = {(z,t), € [a,b],t € [c, +00)}, se tienen

los siguientes tres teoremas:

Teorema 14 Sea f continua en S* y supongamos que la integral fcoo f(z,t) dt converge uniforme-

mente en [a,b]. Entonces F es continua en |a, b].

Teorema 15 Si f es continua en la banda S* y fcoo f(z,t)dt converge uniformemente en [a,b],

/ab/coof(x,t)dtd:c:/coo/abf(x,t)dg;dt

es decir podemos intercambiar el orden.

entonces

Teorema 16 Si
of .
1) fy 3z " continuas en la banda S*.
2) [ f(z,t)dt converge puntualmente sobre [a,b].
Of (x,t
3) [ fﬁi dt converge uniformemente sobre [a,b].
x

Entonces F(z) = [ f(x,t)dt es diferenciable sobre [a,b] y

P = [Cieoa- [CE

Estos tres ultimos teoremas siguen valiendo con condiciones més generales sobre la continuidad

Of(x,t .
de los integrandos, por ejemplo se puede demostar que f(z,t) y % pueden no ser continuas
x

en todo S*, si tienen la forma

o(, t)ip(t)

donde es ¢(z,t) continua en S* y ¢ (t) es acotada e integrable (por ej. continua a tramos) en todo
intervalo cerrado contenido en [c,400), los tres teoremas se siguen verificando, es decir F(x) es

continua y se puede intercambiar el orden de integraciéon y también derivar la integral impropia.

10



Algunos ejemplos de integrales impropias y series.

= La integral impropia faoo f(x) dz puede ser convergente atin cuando el integrando no tienda

. oo . . . . ’ .
cero. La integral fa sen 22 dz converge condicionalmente y el integrando no tiene limite.

= Series no uniformemente convergentes con funciones sumas discontinua:

o0
. 2 . .
e La serie ) (r?gET)" converge sobre toda la recta real. Su suma es discontinua en z = 0.
n=0 "

e Laserie z+a(x—1)+2%(x—1)+---+2"(x—1)+--- converge a la funcién

0 0<z<1

flz) =
1 =1

= La serie

Z (x ne e _ zvn+1 e*("“)"ﬁ)
n=0

es un ejemplo de serie no uniformemente convergente en el intervalo 0 < x < 1, cuya suma

sin embargo es una funcién continua.

= La serie
> (71)n+1
Z x2+n
n=1
no es absolutamente convergente pero es uniformemente convergente. (Notar que este resul-

tado no se puede obtener del criterio de Weierstrass).

Ejercicio 2 Estudie la convergencia uniforme de las siguientes integrales impropias en el intervalo

a € [2,5]. La funcién a la cual convergen alli jes continua? ;Es posible ampliar dicho intervalo?

a)/ dz b)/ e *Tdx c)/ e”*Tsenxdx
1z 0 0
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Ejercicio 3 Sea F'(s) una funcién definida por medio de una integral paramétrica:

o0
F(s) = / e St f(t)dt,
0
donde f(t) es una funcién continua a tramos y se sabe ademas que |f(t)| < €3 Vt € [0, +0).

1. Encuentre el dominio de definicién de la funcién F'(s), es decir para qué valores de s queda

bien definida dicha funcién por medio de la integral impropia.
2. Encuentre un intervalo donde F'(s) sea continua.

3. Encuentre un intervalo donde se verifique:

Fi(s) = — / st f (bt

0

12



Funciones de Variable Compleja

Bibliografia
s Matemdticas Avanzadas para Ingenieria. James, G.,Pearson Educacién

» Variables complejas y sus aplicaciones. Churchill, Ruel V.; Brown, James W.; Verhey, Roger

F. McGraw-Hill. México (517.8. C473-2).

» Teoria de funciones de variable compleja. Churchill, Ruel V. McGraw-Hill. New York. (517.8.
C473-1a2).

» Matemdticas avanzadas para ingenieria. 2. Kreyszig, Erwin. Limusa. México. (517. K889-2

/ 517. K889-1/ 517. K889).

Regiones en el plano complejo

Definicién 23 Un entorno de radio € de un punto zg, es el conjunto de puntos z € C que verifica
|z — 20| < e.

Definicién 24 Un entorno reducido de radio € de un punto dado zg, es el conjunto de puntos

z € C que verifica
0<|z— 2 <e.

Definicién 25 Dado un conjunto de puntos S C C, un punto zy € C es un punto:

= interior del conjunto S siempre que exista algun entorno de zy cuyos puntos sean todos de

S.

= exterior del conjunto S, cuando existe un entorno suyo que no contiene puntos de S.
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s frontera del conjunto S, cuando cuyos entornos contienen tanto puntos de S como puntos

que no estan en S.

= de acumulacion del conjunto S, si cada entorno reducido de zy contiene al menos un punto

de S.
Definicién 26 Un conjunto es abierto cuando todos sus puntos son interiores.

Definicién 27 Un conjunto es cerrado si su complemento es abierto (contiene todos sus puntos

frontera).

Definicién 28 Un conjunto abierto S es conexo si cada par de puntos z1 y zo en él se pueden
unir por una linea poligonal, consistente de un numero finito de segmentos sucesivos, que estd

enteramente contenida en S.
Definicién 29 Un conjunto abierto y conexo se llama dominzo.

Definicién 30 Un dominio unido a algunos, todos o ninguno de sus puntos frontera se llama

Tegion.
Definicién 31 Un conjunto S es acotado si todo punto de S estd dentro de un circulo (|z| < R,

VzeS).

Funciones

Definicién 32 Sea S un conjunto de numero complejos. Una funcion f definida sobre S es una
regla que asigna a cada z en S un numero complejo w. Es decir dado S C C, sobre el cual definimos

la funcion f: S — C, y dicha asignacion la expresamos asi:

w = f(2).

El conjunto S se llama “dominio de definiciéon de f 7.

Limites

Definicién 33 Se dice que el limite de f(z) cuando z tiende a zo es wp, o sea lim f(z) = wy,
Z—20

cuando para cada nimero € > 0, 3 un numero § > 0 tal que:

|f(2) —wo| < € siempre que 0 < |z — 2| < 0.

14



Teorema 17 Supongamos que f(z) = u(z,y) +iv(z,y), 20 = o +iyo, ¥ Wo = ug~+1vy. Entonces

lim u(z,y) = u
lfm f(z) = wy <= (2.9) > (x0.00) U(2,Y) = o
zZ—20 llm(z7y)—>(m0’y0) ’()({177 y) =1

Teorema 18 Supongamos que lim f(z) = wo y lim g(z) = ho.
z—20 zZ—r20

FEntonces

= lim [f(2) + g(2)] = wo + ho.

zZ—r 20

- lim [£(2) g(2)] = wo ho.

Z—20

« Siho#0, lim 1) _wo
=20 g(z)  ho

Propiedades

1. lim f(z) = wo = lim |f(2)] = |wol -
z Z0

zZ—r 20

2. lm f(2) =0« lim |f(z)] =0.

Z—20

3. lim f(2) = wg <= lim f(re’?) = wp uniformemente en 6.
z—0 r—0

4. Si lim f(z) =0y |g(2)] < M en un entorno de zp = lim f(z)g(z) = 0.
z z0

zZ—r 20

5. 81 lim f(2) =woy lim g(w)=he= lim g(f(2)) = lim g(w)=he

Z—Z20 w—rwo Z—20 w—rwo
6. Si lim f(z) = wy = por cualquier direccién que se acerque a zp, la funcién f(z) tiene el
Z—20

mismo limite wy.

Observacion: En la propiead 3, cuando se calcula un limite usando forma polar para z — 0,

si|f(z) —wol < g(r)y }13(1) g(r) = 0, entonces }1&(1) f(ret?) = wy uniformemente en 6.

Ejercicio 4 Sea f(z) = u(x,y) +iv(z,y), 20 = o + i yo, y Wo = ug + @ vg.
1. Muestre que:
a) |u(z,y) — uo| < [f(2) — wol.
b) [v(z,y) — vol < [f(2) — wol-
¢) 1f(2) —wol < |u(z,y) — uo| + |v(z,y) — vol.

d) Un entorno circular en R? en el punto (g, yo) [utilizado en funciones de variables reales]

es equivalente a un entorno de zg en el plano complejo C.
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2. Usando (1.) pruebe el teorema 17.

3. Pruebe el teorema 18 usando el teorema 17 y propiedades de limites de funciones de variables

reales.

4. Pruebe las propiedades de la pagina anterior utilizando la definicén de limite.

Limites y el punto del Infinito

Muchas veces es necesario considerar junto con el plano complejo el concepto o punto del
infinito. A este conjunto CU {oo} se le llama plano complejo extendido. Para incorporar la nocién

del punto del infinito es conveniente utilizar la esfera de Riemann como se detalla a continuacién:

Esfera de Riemann

El plano complejo pasa por el ecuador de una esfera unidad centrada en z = 0. A cada punto
z del plano le corresponde exactamente un punto P en la superficie de la esfera. se determina por
la intersecciéon de la recta que pasa por el polo Norte y el punto z con la superficie de la esfera. A
cada punto P de la esfera le corresponde un punto z del plano, excepto al polo Norte. Haciendo
corresponder al polo Norte el punto del infinito, obtenemos una correspondencia 1 <+ 1 entre los

puntos de la esfera y los del plano extendido
Esfera de Riemann+<+> CU {oco}

Para cada £ > 0, pequeiio, los puntos del plano complejo exteriores al circulo |z| > 1/e corres-
ponden a puntos de la esfera proximos al polo Norte.

Llamaremos al conjunto |z| > 1/¢ un entorno € de co.

Definicién 34 La afirmacion lim f(z) = oo significa que para cada ¢ > 0, 36 > 0 tal que
Z—r20

|f(2)| > 1/e, siempre que 0 < |z — 29| < 6. Es decir

. N
M JE)=co e lim 5y =0

Ejercicio 5 1. En forma analoga a la definicién anterior muestre que:
. . o . 1y .. ; _ . 1
i) Zhﬁr{)lo f(z)=wo & il_r%f(z) wp. i) zl;rgo f)=xxe ll_% eS) 0.

2. Muestre que: lim f(z) = oo & lim |f(z)| = .
zZ—20 z—20
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Continuidad

Definicién 35 Una funcidn es continua en un punto zy si satisface las siguientes tres condiciones

= existe lim f(z)
Z— 20

= existe f(zo)

» lim f(2) = f(20)

zZ—r2z0

Es decir para cada e >0, 36 > 0 tal que |f(2) — f(20)| < &, siempre que |z — zo| < 4.
Definicién 36 Una funcion se dice que es continua en una region R si lo es en todos sus puntos.

Teorema 19 Una funcion f(z) = u(z,y) +iv(z,y) es continua en un punto zg = xo+1iyo si solo
si sus funciones componentes u y v son funciones continuas.

Propiedades

= Si dos funciones son continuas en un punto, su suma y su producto también lo son, su cociente

es continuo siempre que el denominador no se anule.
= Un polinomio es continuo en todo el plano.
= La composicién de funciones continuas es continua.

» Si una funcién f(z) es continua y no se anula en un punto zg = f(z) # 0 en algiin entorno

de ese punto.

» Una funcién f(z) continua en una regién cerrada y acotada R, es acotada en R y |f(2)]

alcanza su méximo en ella. Es decir existe M € R tal que |f(z)| < M Vz € R.

Ejercicio 6 Demuestre el teorema 19 [sugerencia: utilice el teorema 17].

17



Derivadas

Definicién 37 Sea f una funcion cuyo dominio de definicion contiene un entorno de zg. La

derivada de f en zg, f'(z0), se define por:

Fo) — 1w FE) = IC0)

zZ—20 Z— 20
supuesto que el limite existe. La funcion f se dice diferenciable en zy cuando existe su derivada.

Si Az = z — zq, se obtiene una expresion equivalente:

En forma similar si w = f(z) y llamando Aw = f(z + Az) — f(z),

_dw g, A
Tz arso Az

f'(z)

Teorema 20 Si una funcion f es derivable en un punto zg entonces dicha funcion es continua en

ese punto. Es decir si 3 f'(z0) = lm f(z) = f(z0).
Z— 20

Ejercicio 7 Muestre que:
i) Jim f(2) = [(0) & lim (f(2) = f(z0)) =0.
ii) lim (£(2) = f(z0)) = lim (L= (2 — ).

iii) Usando ) y i) muestre el teorema 20.

Formulas de derivacién

= —c=0, cesuna constante compleja.
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Cuando () £0, & [ﬂz)} _ P0)9) ~ 129 ()

dz [ 9(2) 9(2)?
dh  dh dw
n Si = h = =
Siw=f(z)y h=glw), =22
] d—z” =nz""! (n entero positivo, vale para negativo si z # 0).
z

Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Teorema 21 (Condiciones necesarias) Supongamos que f(z) = u(xz,y)+iv(z,y) y que existe f'(z)
en el punto zo = xo + i yo. Entonces las derivadas parciales primeras de u y v existen en (g, yo)

y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en él.

en z = zp.

Ademds f'(z20y se puede expresar como f'(20) = u (o, yo) + i v2(T0,Yo0)-

Teorema 22 (Condiciones suficientes) Sea la funcion f(z) = u(z,y) +iv(z,y) definida en un
entorno € de un punto zg = xg + 1yg. Supongamos que las derivadas parciales primeras de las
funciones u y v con respecto a x ey existen en todo punto del entorno y son continuas en (o, yo).
Entonces si esas derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en (xo,Yo),

eziste la derivada de f en zgp.

Teorema 23 (Condiciones necesarias y suficientes) Sea la funcion f(z) = u(z,y) +iv(z,y)
definida en un entorno € de un punto zg = xg + 1 yo. Eziste la derivada de f en zg, si y sdlo si u

y v son diferenciables en (xg,y0) y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en (o, Yyo).

Ejercicio 8 Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y) una funcién definida en un entorno del punto zp =

o + 1 Yo-

1. Sabiendo que f(z) es derivable en zg,calcule las derivadas direccionales de f(z) en zp, segin

las direcciones:

a) Az =0y Ay =0

b) Ay=0y Az — 0

2. Usando el punto anterior pruebe el teorema 21.
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3. Sean u(x,y) y v(x,y) dos funciones diferenciables en (xq, yo) [recuerde que:
Au(zo,y0) = ux(T0,Y0)AZ + uy(z0, yo) Ay + €1V Ax? + Ay?

Av(zo,yo0) = vz(To,y0) A% + vy(20,Y0)AY + £2/ Ax? + Ay?

donde €1 y €2 — 0 cuando(Az, Ay) — (0,0)]. Ademds sea w = f(z).
Muestre que:
a) Aw = f(zo + Az) — f(20) = Au(wo, yo) + i Av(wo, yo)
b) Aw = (ug +1iv;) Az + (vy — tuy)iAy + (61 + ie2)|Az| [en el punto (zo,yo)]-

¢) Si ademés se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces

. ., Aw
existe lim —— en el punto zg.
Az—0 Az

Ecuaciones de Cauchy Riemann en Coordenadas polares

Uy = Uy U = Vg
en z = zg < en z = zg.
Uy = —Up Ug = —T U,

Ademéds u, +iv, = e ¥ (u, +iv,).

Funciones Analiticas (Holomorfas)

Definicién 38 Una funcidn de variable compleja se dice analitica (o holomorfa) en un punto si

es derivable en el punto y en el entorno.

Definicién 39 Una funcion de variable compleja se dice analitica en un conjunto abierto si tiene

derivada en todo punto de ese abierto.

Definicién 40 Si una funcion f no es analitica en un punto zg pero es analitica en algin punto

de todo entorno de zg, se dice que zy es un punto singular o una singularidad de f.

Teorema 24 Si dos funciones continuas u(x,y) y v(x,y) tienen derivadas parciales primeras con-

tinuas que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en algin dominio D, entonces la funcidon

compleja f(z) = u(z,y) +iv(x,y) es analitica en D.
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Observacién: Dada una funcién f(z) = u(z,y)+iv(z,y), si las ecuaciones de Cauchy Riemman
se verifican en un punto, esto no alcanza para asegurar que exista la derivada de f en ese punto
(teoremas 21 y 22). ;Si estas ecuaciones se verifican en todo un dominio D, se podrd asegurar
que es analitica en D7 J.D. Gray y A. Morris demostraron que si f es continua en un dominio D,
existen las derivadas parciales s, uy, Uy, vyen D, y verifican las ecuacioes de Cauchy-Riemann en

D, entonces f es analnitica en D.

Propiedades de funciones analiticas

= Si dos funciones son analiticas en un dominio, su suma y su producto también lo son, su

cociente es analitico siempre que el denominador no se anule.
= La composiciéon de funciones analiticas es analitica.
= Un polinomio es analitico en todo el plano.

Teorema 25 Si una funcion f tiene derivada nula en todo punto de un dominio D, entonces f

es constante en D.

Ejercicio 9 Sea f(z) = u(z,y) + iv(x,y) una funcién definida en un dominio D.
1. Pruebe el teorema 24 [sugerencia: use el teorema 22].
2. Si f(z) tiene derivada nula en todo punto del dominio D (=abierto y conexo). Muestre que:

a) f es analitica en D.
b) up =uy =vy, =v,=0en D.

¢) uy v son constantes en D.

Teorema 26 Si una funcion f(z) = u(z,y)+iv(x,y) es analitica en un dominio D, sus funciones

componentes u y v son armonicas en D.

En el caso que se verifique el teorema anterior, las funciones u y v se llaman armdnicas
conjugadas. Recordar que una funcién real h de dos variables z e y se dice arménica en un
dominio del plano x y, si sobre ese dominio tiene derivadas parciales continuas de primer y segundo
orden y satisface la ecuacién de Laplace: hay + hyy = 0. Si h se expresa en coordenadas polares (r

e 0), esa misma ecuacion resulta: Ay, + +h, + “5hgg = 0.
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Ejercicio 10 Sea f(z) = u(x,y) + iv(z,y) una funcién analitica en un dominio D.
a) Sean u(z,y) y v(z,y) dos funciones con derivadas parciales continuas de primer y segundo

orden en todo D. Muestre que en todo punto de D se verifica que:

(a) Upy = Vyg (€) Vgz = —Uyy (€) Ugy +uyy =0

(0) uyy = —vay (d) vyy = Uay (f) vaz +vyy =0

b) Pruebe la equivalencia entre las condiciones de Cauchy Riemann en coordenadas polares y

cartesianas.

Funciones Elementales

Vamos a estudiar funciones de una variable compleja que se reducen a las funciones elementales

del célculo real cuando z = x + 4 0.

Funcion exponencial

e* ="' = ¢%(cosy + i seny)

= La funcién exponencial es analitica en todo el plano.

s Cuando y =0, 170 = ¢7,

» Cuando = = 0, €'Y = (cosy + i seny), férmula de Euler.
v e? =" HiY = ety

. eF1tE2 — pFpF2

n |ef| = e”.

w arg(e®) =y + 2km, k € Z.

m e*#0 VzeC.

s e*T2™% = ¢%, La funcién exponencial es periédica con periodo imaginario puro de 27 i.
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Logaritmo general

log(z) = In |z| + i Arg(z) + 2kmi, k € Z.
Es una funcién multivaluada, su valor principal es para k = 0

Logaritmo principal

Log(z) = In|z| + i Arg(2)

» Si Arg(z) se restringe al intervalo (a, o+ 27), es decir o < Arg(z) < o+ 2, la funcién Logz

es univaluada y continua. (en 6 = « es discontinua)
. [ d 1
» En el dominio |z| > 0y a < Arg(z) < a + 27 es analitica y £ (Logz) = —.
z

Nota: En algunos textos se considera que la funcién argumento principal (Arg()) toma valores
unicamente en el intervalo (—m, 7], en este curso se deja libertad para definirlo en la forma més
adecuada para cada caso particular. Esto requiere especificar su definiciéon cada vez que se lo
utilice. La funcién argumento general (arg())es una funcién multivaluada (nétese que la escribimos
en minuscula), que la podemos expresar a partir de cualquier definicién de un argumento principal:

arg(z) = Arg(z) + 2km, donde k € Z.

Funciones Trigonométricas e Hiperbdlicas

eiz _ efiz e — e~ %
seny = ——— senhz =
21 2
ezz_|_e—iz z+e—z
Ccos z = coshz =
2 2
» Son funciones enteras
d d
—(senz) = cos z — (senhz) = cosh z
dz dz
—(cos z) = —senz —(cosh z) = senhz
-, (cosz) L )
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= Algunas propiedades
sen(—z) = —senz  sen(iz) = isenhz
cos(—z) =cosz  cos(iz) = coshz

= Son funciones periddicas

sen(z + 2m) = senz  senh(z 4 27 4) = senhz

cos(z+2m) =cosz cosh(z + 2mi) = cosh z

= Funciones tangente y tangente hiperbdlica:

senz
tanz =
Ccos z
senhz
tanh z =
cosh z

Funciones multivaluadas

Definicién 41 Una rama o determinacion de una funcion multivaluada f es cualquier funcion
univaluada F, que sea analitica en algin dominio donde en cada punto z, el valor de F(z) es uno

de los valores de f(z).

= la funcién Logz es una rama de log z (la que llamamos principal, pero existen otras infinitas

determinaciones particulares o ramas).

Definicién 42 Un corte de una funcion multivaluada f es una porcidn de curva (o recta) que se
escoge con el objeto de definir una rama F. Los puntos sobre el corte de f son puntos singulares de F,

y cualquier punto que es comun a todos los cortes posibles de f se llama punto de ramificacion.

» el rayo = « es un corte de log z, con a < Arg(z) < a + 2.
= ¢l origen y el co son puntos de ramificacion del log z.

= si recorremos una curva cerrada simple que contenga un punto de ramificacién, y en cada
punto elegimos una rama de tal manera que la variacién de la funcién sobre la curva sea en
forma continua, cuando se regresa al punto inicial, el valor de la funcién es diferente, “esta

en otra rama’”.
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Exponentes complejos

2¢ — ¢ log z

Funciones trigonométricas inversas

1 )
arcsenz = - log (zz +v1— 22)
i

1
arccosz = - log <z+ V22— 1)
i

) 1—1z 7 i+ z
arctanz = —log—— = —log-
2 1412 2 11—z

Ejercicio 11 Funciones multivaluadas.

1. Encuentre una rama log z que sea analitica en Im(z) < 0 y tal que Log(1l) = 4.

2. Encuentre dos ramas de /2 que sean iguales en el primer cuadrante y tomen diferentes valores

en el tercer cuadrante.

3. jCuales son los puntos de ramificacién de arctan z?
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Integrales de Funciones de Variable Compleja

Con el objeto de introducir integrales de f(z) de modo sencillo, consideremos primero derivadas

e integrales de funciones complejas w(t) de una variable real ¢.
w = wt) w:R—-C (1)
w(t) = u(t)+iv(t)

u y v son funciones reales R — R.

Definicién 43 La derivada w'(t) o 42 de la funcién (1) se define como
w'(t) =u'(t) +i0'(t)
supuesto que existe cada una de las derivadas v’ y v’ en t.

Contornos
Definicién 44 Un conjunto C' de puntos z = (z,y) en el plano complejo se dice que constituye un
arco si v =x(t), y = y(t), a <t <b, donde z(t) e y(t) son funciones continuas del pardmetro t
z=2z(t)=a(t)+iy(t) tE€]la,bl].
» El arco C es un arco simple, o arco de Jordan, si no se corta a si mismo. z(t1) # z(t2)
cuando t1 # tq, t1,t2 € (a,b).

= Cuando z(a) = z(b), decimos que C' es una curva cerrada. (Si en los extremos es el tinico

punto que se repite decimos que C es una curva cerrada simple).

= Si x(t) e y(t) son diferenciables en el intervalo [a, b] se llama arco diferenciable. Si 2/(t) e
y'(t) son continuas y no valen ambas cero para el mismo valor de ¢, se llama arco suave. La

derivada de z(t) es
2(t) =2 (t) +iy' (1)

» SiZ/(t) # 0, 2/(t) representa un vector tangente a la curva en el punto z(¢).

» La funcién |2/(¢)| = /2/(t)? + ¢/ (¢)? es integrable sobre el intervalo [a, b], siendo la longitud

b
de arco L = [|2/(t)|dt.
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= La representacién paramétrica para C' no es unica.

s El nimero L es invariante.

Definicién 45 Un contorno, o arco suave a tramos, es un arco que consiste en un nidmero
finito de arcos suaves unidos por sus extremos. z(t) es continua y su derivada z'(t) es continua a

tramos.

= Cuando sélo coinciden los valores inicial y final de z(¢), el contorno se llama contorno

cerrado simple.

= La longitud de un contorno cerrado simple es la suma de las longitudes de los arcos suaves.

Definicién 46 Las integrales de funciones definidas como en (1) sobre intervalos [a,b] se definen

/ab w(t)dt = /ab u(t)dt +1 /abv(t)dt

cuando las integrales de la derecha existen, es decir Im(f: w(t)dt) = f; Im(w(t))dt, y Re(f;7 w(t)dt) =
[P Re(w(t))dt.

como

Lema 1 Sean w(t) = u(t)+iv(t) y W(t) = U(t)+iV(t) continuas en el intervalo [a,b] y W'(t) =
w(t), entonces f; w(t)dt = W(b) — W(a)

Lema 2 Supongamos que una funcién f(z) es derivable en todo punto de un arco diferenciable

z(t), a <t <b. Siw(t) = f(z(t)), entonces w'(t) = f'(2(t))7'(¢).

Ejercicio 12 Demuestre los dos lemas anteriores.
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Integral de contorno

/C f()dz

Definicién 47 Sea
» C': contorno z(t), t € [a,b].

v f(2) = u+tiv continua a tramos sobre C (es decir f(z(t)) es continua a tramos en el intervalo

[a,b]).
b
[ = [ oo
c

b b

= /(ux’ —wvy')dt +i/(uy' +ovaz’)dt
(z(b),y(b)) (z(0),y(b))

= (udz —vdy) +1i / (udy + vdx)

(z(a),y(a)) (z(a),y(a))
Propiedades

v o f(2)dz = — [ f(z)dz
= Sea O=Ci+Ch, fo f(2)dz = [o, f(2)dz + [g, f(2)dz.
v [paf(z)dz = a f, f(2)de.

v [olf(2) +9(2)dz = [, f(z)dz + [, g(z)d.

b
|[o f(z)dz| < [|f(2(t)) 2/(t)|dt < M L donde | f(z)| < M sobre la curva C'y L es la longitud
de C. ’

Ejercicio 13 Integrales de contornos.
1. Calcular las siguientes integrales utilizando la definicién:

Cl) f zgzzo ?
|z—z0|=R
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b) [1l.dz donde C es el segmento que une los puntos z1y zs.
C

2. Sea funa funcién continua a tramos sobre un contorno C : z = z(t), t € [a,b]. Sea R =

[ f(2)dz| y © = Arg (f f(z)dz), es decir: [ f(z)dz = R.e*®. Muestre que:
c c c

Re (e7"@ f(2(t))7/(t)) dt = R

#) 0 R=|[ f(:)dz| < [ GO0 de < ML
b
donde M = mix [{(=(t)| v L = [ |2/(t)]di

Definicién 48 Un dominio simplemente conexo D, es un dominio tal que todo contorno ce-

rrado simple dentro de él, encierra sélo puntos de D.

Definicién 49 Un dominio que no es simplemente conexo se llama maultiplemente conexo.

Teorema de la Integral de Cauchy

Teorema 27 Si f(z) es analitica y f'(z) es continua en un dominio D simplemente conexo y

acotado, entonces para toda curva cerrada simple en D,

/Cf(z)dz =0

Teorema de Cauchy-Goursat

Teorema 28 Si una funcion f es analitica en todos los puntos interiores de un contorno cerrado

simple C' y sobre los puntos de C entonces

/Cf(z)dz =0
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Ejercicio 14 Teorema de Cauchy.

1. Demuestre el Teorema de Cauchy (27) [sug. utilice el teorema de Green y las ecuaciones de
Cauchy-Riemann].

2. Sea D un dominio simplemente conexo y f una funcién analitica en D. Sean C; y C3 dos

curvas contenidas en D que unen dos puntos cualesquiera z; y 2o en D. Como indica la figura:

Muestre que: [ f(2)dz = [, f(z)dz = [* f(2)dz.

3. Use el ejercicio anterior y el ejercicio 13 para probar que si f(z) =1

/dz:/ dz:/ dz = 29 — 21
Cl Cz zZ1

4. Sea f una funcién analitica en la regién comprendida entre las curvas cerradas simples C

C5 y sobre las mismas, como indica la figura:

Muestre a partir del Teorema de Cachy que [, f(2)dz = [, f(2)dz.

[Sug. considere las curvas I', o I'; y I'y como muestran las figuras].

AN
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dz
z—zp’

5. Sea C una curva cerrada simple que encierra al punto zg en sentido positivo. Calcule |, c

[recuerde el resultado del ejercicio 13].

6. De manera similar al ejercicio anterior muestre que si f es analitica en la regién comprendida
entre las curvas C, C; y Ca, y sobre las mismas (como indica la regién sombreada de la

figura)

Teorema de Cauchy para dominios multiplemente conexos
Teorema 29 Supongamos que
s C es un contorno cerrado simple con orientacion positiva.

w Oy (k=1,2,...,n) denota un nimero finito de contornos cerrados simples orientados positi-

vamente, interiores a C y cuyos interiores no tienen puntos en comun.

Si una funcion f es analitica en la region cerrada formada por los puntos interiores a C o del

propio C, excepto en los puntos interiores a cada Cy, entonces

k=n

/ f(2)dz = f(2)dz
C —

31



Primitivas

Teorema 30 Sea f(z) una funcion continua en un dominio D (puede ser mult. conezo). Si cual-

quiera de estas afirmaciones es verdadera, lo son también las demds:
v f(2) tiene una primitiva F' en D.

= las integrales de f a lo largo de contornos contenidos en D que unen dos puntos fijos z1 y zo

tienen todas el mismo valor (F(z2) — F(z1)).

= las integrales de f a lo largo de cualquier contorno cerrado contenido en D tienen todas el

mismo valor (cero).
Teorema 31 Si f(z) es analitica en un dominio simplemente conexo D, entonces:
" f;f f(2)dz es independiente del contorno de integracidn en el dominio D.
» f(2) tiene primitiva en D.
v una primitiva de f es F(z) = fZZU f(z)d=.

[z = F ) - F),

Ejercicio 15 Sea f una funcion continua en un dominio D.

1. Muestre que si existe una primitiva F' de f en D entonces

/ " f(2)dz = F(zs) — F(a)

[este es un resultado muy préctico para el cdlculo de integrales por primitivas].

2. Sea la integral de f independiente del contorno en D, es decir si C; y Cs son dos curvas cua-
lesquieras, que unen dos puntos z; y z» en D, entonces fCl f(z)dz = sz f(2)dz = f;f f(2)dz.

Muestre que

a) Para un zg dado en D, el valor de f;o f(s)ds es tnico para cada z € D.
b) F(z) = fzzo f(s)ds es una funcién definida en D.
¢) AW = F(z 4+ Az) — F(2) = [775% f(s)ds.

d) Az = fZ+AZ ds [use ejercicio 13].

ST Fs)ds — f(2)Az] = 2 |

&) AL — f(s) = & |

ST f()ds = [0 p(2)ds]
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SHAZ(F(s)— f(2))ds
) AAV:_ (2) = s ((A‘si (2))

g) Dado € > 0, siempre existe un d(g) > 0 tal que:

1) |f(s) = f(z
’AW f(

)| < e siempre que |s — z| < &

)| < e siempre que |Az| < §

h) lim A% = f(z) .. F'(2) = f(z) Vz € D(F es una primitiva de f en D).

3. Si ademas D es simplemente conexo y f es analitica en D, probar el teorema 31 utilizando

el teorema de Cauchy y el 30.

Foérmula Integral de Cauchy

Teorema 32 Sea [ analitica en el interior y en los puntos de un contorno cerrado simple C,

orientado positivamente. Si zg es un punto interior a C, entonces

ERCp

211 c?— 20

flz) =

F0(z) = ”/(j(f(z)dz n=102..

271 z — zp)" 1L

Teorema 33 Una funcion analitica tiene derivadas de todo orden y son todas analiticas.

Ejercicio 16 Sea D un dominio simplemente conexo y f analitica en D. Sea C un contorno cerrado

simple, con orientacién positiva, contenido en D, que encierra un punto zg en su interior. Sea Cjy

un circulo centrado en zy de radio suficientemente pequeno para quedar contenido integramente

dentro del contorno C'. Muestre que:

o fie L

2 Joo 7= Zodz = 2mi.

3. Jo = f(z) ~dz — 2mi f(20) fCo ff‘ildz— f(z0) Je, zii:o'
4. [ f(z)dz—mezo f fzgézod

ot

=2

B f(z) ~dz = 2mi f(20)

.0< ‘fc f(z) dz 271 f(zo)‘ < e, donde ¢ es un nimero arbitrariamente pequeno.
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Teorema de Morera

Teorema 34 Si una funcion f es continua en un dominio D simplemente conexo y si fC f(z)dz =

0 para todo contorno cerrado C' contenido en D, entonces f es analitica en D.

Teorema de Liuville

Teorema 35 Si f es analitica y acotada en mddulo para toda z del plano complejo, entonces f(z)

es constante.

Ejercicio 17 Derivadas de funciones analiticas, teorema de Morera, principio del médulo méximo.
1. A partir de la Férmula Integral de Cauchy para las derivadas demuestre el teorema 33.
2. Demuestre el teorema de Morera, utilice los teoremas 30 y 33.
3. Sea f analitica en un entorno de un punto zg, |z — 2z¢| < &.

a) Muestre que si una funcién es analitica dentro y sobre un circulo dado, su valor en el
centro es la media aritmética de sus valores sobre el circulo (teorema del valor medio de

2m
Gauss), es decir f(z0) = 5= [ f(z0 + pe™)df, donde p < e.
0

y

[sug. utilice la férmula integral de Cauchy].

b) Sea zp un punto tal que |f(z)] < |f(20)], para todo z en ese entorno.

Muestre:

27
1) [f(20)| < 2 Of |f(z0 + pe)| db.

2
2) |f(z0)l > 25 Of |f(z0 + pe)| db.

2

3) ({ (If(z0)| = [ f (20 + p€'?)|) d6 = 0.
4) |f(2)] = |f(z0)| para todo punto del circulo |z — 2| = p.

5) |f(2)| = |f(20)| para todo punto del entorno.
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6) Si f es analitica en un dominio D, y |f(z)| = ¢ es constante en D, entonces f es

constante. (usar ecuaciones de Cauchy-Riemann y notar que f(z) = c¢?/f(2)).

7) Lema: Sea f una funcién analitica en un entorno de un punto zg, |z — zo| < €, si

|f(2)| <1f(20)], para todo z en ese entorno, entonces f es constante.

4. Use el lema anterior para probar el principio del mdédulo mdzimo:

Si una funcién f es analitica y no constante en un dominio D, |f(2)| no tiene valor maximo

en D.

Sucesiones y series
Definicién 50 Una sucesidon de numeros complejos es una funcion de N — C.

Definicién 51 Una sucesion z, es convergente si tiene limite z, es decir para cada € > 0, existe

un nudmero natural No tal que |z, — z| <& Vn > Ny,

lim z,=2 6 z,— z.
n—o0

Teorema 36 Supongamos que z, = Tp +iYn, ¥y 2 =2 + 1y. Entonces

lim z, ==z
lim z, =z<= < "7

n—o0

Propiedades de limites de sucesiones:

1. Sean z, y w, dos suceciones convergentes tales que z,, — z y w,, — w. Entonces:

a) a, = az, + fw, también es convergente y a, — oz + fw.
b) b, = 2z, w, también es convergente b, — z w.
1 1
¢) Si zp, # 0 para todo n, y z # 0; ¢, = — también es convergente y ¢, — —.
z

Zn

d) Toda subsucesién de z, tiene limite z.

2. Toda sucesién convergente es acotada.

3. lim 2z, =z= lim |z,| = |7|.

4. lim z, =0<= lim |z,| =0.
n—oo n—oo
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5. lim z, =0y |w,| < M para todo n = lim z, w, = 0.
n—oo n—oQ

6. Si lim z, =2, =z, €dominio(f) v lim f(w)=c = lim f(z,) =c.
n—oo w—rz n—oo

oo

Definicién 52 Una serie de nimeros complejos > zn, = 21+ 22 + -+ 2n + -+, converge con
n=1

suma S, si la sucesion

N
SN:Zanzl+22+"'+ZN

n=1

de sumas parciales converge a S.

Teorema 37 Supongamos que zp = Tp +iYn, y S =X +1Y

=S gl
n=1 Zyn:Y
n=1

En consecuencia una condicién necesaria para la convergencia de la serie es que

lim z, = 0.
n—oo

(o] [ee]

Definicién 53 Una serie Y z, es absolutamente convergente si la serie Y, |z,|de niimeros reales
n=1 n=1

es convergente.

o0 o0
Teorema 38 Si Y |z,| es convergente entonces >, z, también es convergente.
n=1 n=1

Si la serie Y |ay| converge se dice que la serie Y a,, converge absolutamente.

= Silaserie Y a, converge y la serie Y |a,| diverge entonces se dice que la serie Y a,, converge

condicionalmente.
= La suma de una serie absolutamente convergente no depende del orden de sus términos.

» Sid a,y ). b, son series convergentes con suma A y B respectivamente, entonces:

e > (an + by) converge y su suma es A + B.

e Si ¢ es un nimero complejo, Y ca,, converge y su suma es c A.

Criterio de Dirichlet.

Si la sucesién de ndmeros reales ay, asg, ..., Gy, ... tiende monétonamente a ceroy > z,, tiene

. L . N . .
sumas parciales acotadas (z, es una sucesién compleja, |y " z,| < k, independiente de N), entonces
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o0

la serie Y anz, es convergente.
n=1

Series de funciones

Definicién 54 Una serie de funciones es una serie cuyos términos son funciones de una variable

compleja definida en una region D del plano complejo

n=1

s f,:D—>C
N
» Sucesién de funciones de sumas parciales: Sy(z) = Y fn(2).

= Regién de convergencia: es el conjunto de puntos RC' C D, para los cuales la serie converge,

es decir donde Sy (z) tiene limite.

» Funcién suma: S(z) = lim Sy(z), en la regién de convergencia.
n—oo

Resto de la serie: Ry (z) = S(z) — Sn(2), en la regién de convergencia.

Convergencia uniforme.
Definicién 55 Se dice que la serie > fn(2z) converge uniformemente en la region M, si dado
e > 0, existe un ndmero natural N(g), tal que ¥n > N yVz e M

|R,(2)] < e.

Criterio de Weierstrass

Si existen nimeros positivos ay, as, ..., an, ... tales que para todos los z de un subconjunto M

de la regién de convergencia RC de la serie > f,,(2),

|frn(2)| <an ¥YnyVze M C RC,

o0
y > ay es convergente, entonces la serie Y f,(z) es absoluta y uniformemente convergente

n=1
en M.
Teorema 39 Si los términos de una serie de funciones Y fn(z) son continuos en un dominio

y la serie converge uniformemente en ese dominio, entonces la suma de la serie es una funcion

continua de z en ese dominio.
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Series de Potencias

Definicién 56 Una serie de potencias es una serie de funciones con la siguiente estructura:

o0
Zan(z—zo)"=a0—|—a1(z—zo)—|—---+an(z—z0)"+~--

n=0
donde zg y los coeficientes ¢, son constantes complejas y z cualquier punto del plano complejo.

» Sia, #0Vn €N,y existe lim % = %, la serie de potencias converge absolutamente en
n—oo n

el circulo |z — 29| < R y diverge absolutamente cuando|z — zo| > R.

= Radio de convergencia: Férmula de Cauchy-Hadamard: % = limsup \an\l/ ",
n—oo

Ejercicio 18 Sea f una funcién analitica en un disco abierto centrado en zy y de radio Ry, y
C :s(t) = 29 +1r0e, 0 < t < 27, con rg < Ry. Sea z un punto interior al circulo C, es decir

|z — 20| < ro, muestre que:

f(s
L f(z) = 5 8(_)st.
c
! f(s) 1
2. f(2) = 55 S_ZO<1_Z_ZO>d5~
C S—Zz0
3 = 14w w4 e
N+1
(=)
S z— Z zZ— Z s§—2z
4. f(z):% f(s) 1+0+~-~+( 0) —I—% ds.
s — 2o s — 20 s — 2o 1—ﬁ

5. J(2) = f(20) + [ (20)(z — 20) + - + Loao0) (z — )N 4 piy(2),

_ (z—zp)N ! f(S)
con pn(z) = o / =25 — 207 ds.
C
6. ]\}gnoo pn(z) =0.
o0 p(m)(y N
T f(z) = ¥ Loz — 20

n=0
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Teorema de Taylor

Teorema 40 Sea f una funcidn analitica en un disco abierto |z — zp| < Ry. Entonces en todo

punto z de ese disco f(z) admite la representancion en serie de potencias:

F(2) =) an(z = 20)"

n=0

_ f(")(ZO)_

donde a, =

» La serie de potencias converge a f(z) cuando |z — zp| < Rp.
= Cuando zy = 0 se llama serie de Maclaurin.

» La serie converge a f(z) dentro del circulo centrado en zy cuyo radio es la distancia de zq al

punto z; mas proximo en el que f deje de ser analitica.

Convergencia absoluta y uniforme de las series de potencias

o0
Teorema 41 Si una serie de potencias Y, anz" converge cuando z = z1, (z1 # 0) es absoluta-

mente convergente en todo punto del disco abierto |z| < |z1].
= El conjunto de puntos interiores a algun circulo en torno al origen es la regién de convergencia.

= El mayor circulo centrado en el origen tal que la serie converge en todos los puntos interiores

se llama circulo de convergencia.

= La serie no puede converger en ningiin punto zo exterior a ese circulo pues si lo fuera seria

convergente dentro de un circulo mayor.

Teorema 42 Si z; es un punto interior al circulo de convergencia |z| = R, de una serie de
o0

potencias Y, anz"™, entonces esa serie es uniformemente convergente en el disco cerrado |z| < Ry,
n=0

donde Ry = |z1| < R.

» La suma de la serie es una funcién continua en todo punto interior al circulo de convergencia.
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Integracion y derivacion de series de potencias

o0

Ejercicio 19 Sea Y a,z™ una serie de potencias con circulo de convergencia |z| < R, y funcién
n=0

suma S(z). Muestre que:

1. La serie converge uniformemente en todo circulo cerrado interior al circulo de convergencia.
2. S(z) es una funcién continua en el circulo de convergencia.

3. Sea C un contorno contenido en el circulo de convergencia, entonces:

a) /S(z)dzz/(éa,m”) dz—|—/< i anz"> dz.

n=N+1

N S
b) /S(Z)dz = Zan/z”dz—i—UN’ con oy = / < Z anz'rL) dz.
c n=0 ¢ A

n=N-+1

¢) lim oy =0.
N—o0
d) /S(z)dz = Zan/z”dz.
c n=0 c
e) Si C es un contorno cerrado, /S(z)dz =0.

4. S(z) es analitica dentro del circulo de convergencia [sug. usar T. de Morera).

5. Sea z un punto interior al circulo de convergencia y sea C' un contorno cerrado simple que

rodea a z, contenido también dentro del circulo de convergencia, entonces:

c
N o0
anpw™ 1 2 apu"
, _ 1 [mn=0 L [ m=NAL
b) §'(2) = 5.5 (w— 2)? dw+ 2mi / (w—2)? -

- 1 n=N+1
c) 8'(z) = 3 naz" ' +pn(2), con pn(z)= %/ﬁdw.

n=0

d) lim py(z) =0.

e) S'(z) = > na,z"" L.
n=1
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Teorema 43 Sea C' cualquier contorno interior al circulo de convergencia de la serie de potencias

oo}
> anz™ = S(z). La serie puede ser integrada término a término sobre C, esto es
n=0

/S(z)dz = Zan/z"dz.
c n—0 c

Teorema 44 La serie de potencias representa una funcion analitica en todo punto interior a su

circulo de convergencia.

o0
Teorema 45 La serie de potencias Y, anz"™ puede ser derivada término a término. Esto es
n=0

S'(z) = Z nap 2"t
n=1

en todo punto interior al circulo de convergencia.

= Dada una serie de potencias con su respectiva regién de convergencia, de los teoremas 43 y
45 se deduduce que tanto la serie que resulta de integrarla término a término, o de derivarla

término a término, tienen la misma region de convergencia que la serie original.

Ejercicio 20 Series de potencias

oo
1. Sabiendo que Y a,z" representa una funcién analitica en |z| < R probar que:
n=0

o0
a) Y. an(z — zp)" representa una funcién analitica en |z — 29| < R.
n=0
o 1
a ) - .
b) Zo 72 representa una funcién analitica en |z — zo| > 5.
n—=

2. Extienda los teoremas 41, 42, 43 y 45 para el caso general de zg # 0.

Unicidad de las representaciones en series de Potencias

o0

Teorema 46 Si una serie Y an(z — z0)™ converge a f(z) en todo punto interior a algin circulo,
n=0

entonces es la serie de Taylor de f en potencias de z — zp.
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Series de Laurent

Teorema 47 Sea [ una funcidn analitica en un dominio anular Ry < |z — 29| < Ra, y sea C
cualquier contorno cerrado simple, orientado positivo, en torno a zg y contenido en ese dominio.

Entonces, en todo punto z de ese dominio, f(z) admite la representacidn en serie

Zanz—zo —|—Z z—zo

n=1

donde
1 f(z)
= — —d =0,1,2,...
i 27m'/c(z—zo)"+1 2R es
1
b, = —/ & dz n=12,..
2mi Jo (2 — 2z9) " t!
IS 1)
= Sesueleescribir f(z) = Y. ¢n(2—20)" en Ry < |z — 2| < Rz, donde ¢, = 5= [, agerds,
n=0,41,+2 .. B

Ejercicio 21 Sea f una funcién analitica en un dominio D, anular R; < |z| < Ra, y sea C
cualquier contorno cerrado simple, orientado positivo, en torno al origen y contenido en ese dominio
D.Seaze€ D, R <11 <712 < Ryyrs<min(ry — |z|,|z| — r1),considere los siguientes circulos:

Cr:w(t) =re?, 0<t<2m, Co:w(t) =ret, 0 <t <21, Cs:w(t) =z+1r3e’, 0 <t < 2m.
1. Realice un gréfico esquematico del dominio D con el punto z y los circulos Cy, Cy, y Cs.
2. Muestre las siguientes igualdades:

1) gy [ S0 g [T,
CQ’U)f,Z Cl —Zz Z

_ f(w) f
-f(z)—% Cw—z 27rz/ —z

2
-1 4 1
" wfz_w—’_wzz—’_ +wN+1Z +(w z)wN+1

SN+

1 1 1 1 1 N+1
" oz + z2w— 1 + + 2N+1y—N + (z—w)zN+1 w :

N N
w f(2) = Zoanz” +pn(2) + E_:l bpz™" + on(2),
1 f(w)d

27 Cy wn+1

donde: a,, =
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faw)

27 c w7n+1

N1 f(w)
pN(2) = 2m'/ (w — ZwN+1dw7 y
N+1

)
O’N(Z) _ zN+1127-” 1 ((w)w

w)

C
= Jm py(2) =0 y lim on(z)=0.

s f(2)= > anz™+ > bz
n=0 n=1

3. Sea C cualquier contorno cerrado simple, orientado positivo, en torno al origen y conte-
1 J(w)

27i JC wntl

nido en ese dominio D. Incluya a C' en el grifico 1 y vea que a, = dw y

bn = ﬁ fc %dw.

4. Extienda la demostracion para zg # 0.

Punto singular aislado - Residuo

Definicién 57 Un punto singular zg de una funcion f es aislado si existe un entorno reducido de

20, 0 < |z — 20| <&, en el que f es analitica.

Definicién 58 Sea zg un punto singular aislado de f. Esta funcion puede representarse por una

serie de Laurent en un entorno reducido de zy, 0 < |z — 29| < Ra.

_ — n bl b2 bn
2) =D an(z—20) +zfzo+(zfzo)2+ +(zfzo)"+

= La porcion de la serie de potencias negativas de z — zg, se llama parte principal de f en zg.

= El coeficiente by de ese desarrollo se llama residuo de f en el punto zg.

b1 = Res f(z)
Z=Z0
= Por teorema de Laurent,el residuo Reb fz)= 27” fc 2)dz , donde C' es una curva cerrada

simple, orientada positiva, que encierra a un unico punto singular z = zp.

43



Definicién 59 Ezisten tres tipos de puntos singulares aislados:

1. Si la parte principal de f en un punto singular zg contiene un nimero finito de términos no
nulos, by, # 0 y b, = 0VYn > m, el punto singular aislado se llama polo de orden m. Si

m =1 se llama polo simple.

2. Si la parte principal de f en zy tiene infinitos términos no nulos, se llama punto singular

esencial.

3. Si en la parte principal de f en zy los coeficientes b,, son todos nulos, el punto zg se llama

punto singular evitable. Si se define f(z0) = ag la funcidn pasa a ser analitica en z.

Teorema de los residuos

Teorema 48 Si C' es un contorno cerrado simple, positivamnete orientado, sobre y dentro del cual
una funcion f es analitica a excepcion de un nimero finito de puntos singulares z, (k=1,2,...,n)

interiores a C, entonces

Z=2zy

/ f(z)dz = QWiZ Res f(z).
¢ k=1

Ejercicio 22 Demuestre el teorema de los residuos [sug. utilice teorema 29]

Ceros y polos de orden m

Definicién 60 Si f es analitica en 2y, f(20) = 0, y existe un entero positivo m, tal que f(™ (z) #
0 y todas las derivadas de orden inferiores a m se anulan en zy, se dice que f tiene un cero de

orden m en zg. Ademds se puede expresar

f(z) = (2 —20)"g(2)
donde g es analitica en zo y g(z0) # 0.

Lema 3 f tiene un polo de orden m en zgy, si y solo si, puede expresarse como
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donde ® es analitica en zg y P(z0) # 0. Los coeficientes de la parte principal en zy verifican

(M=) (z)

b= o )

s Esta férmula es de gran utilidad en el calculo de residuo en polos pues

H(m—1) (20)

b= T

m—1

lim ((z=20)"f(2)),

(m ’1) z—zo dzm—1

sim=1,b = lm (2 — 20) f(2).

zZ—20

= También es muy ttil en la descomposicién en fracciones parciales de una funcién racional

R(z) = g3,
L br(z;
_ k J
R(z) = ZZ s
j=1k=1 J

b1(21) ba(z1) | ba(ar) ba(zr) bm,(z)
7:—zl+(,z—,21)2Jr Jrz:—zr+(z—zr)2jL Jr(z—zr)mr’

donde P y @ son polinomios y el grado de P es menor que el grado de @, @ tiene r ceros
distintos z; de orden m; y no tiene ceros en comun con P. Los coeficientes de las fracciones
se pueden calcular utilizando la férmula de la definicién anterior, sea ®,(z) = (z — z;)™ R(2)

para z # z; y ®,(z;) = lim_(z — z;)™ R(2)

(I)(,mj_k) 2.
bezr) = (ij - Ii)f)

dmjfkl

lim ((z— 2)™ R(2))

1
(m;—k)! z—2zj dzmi—Fk

Teorema de Picard

Teorema 49 En todo entorno de un punto singular esencial, una funcion alcanza todo valor finito,

con una unica posible excepcion, un numero infinito de veces.
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Ejercicio 23 Sea zp un punto singular aislado de f.
1. Probar que:

a) lim f(z) existe <= zy es punto singular evitable de f.
Z—r20

b) lim f(z) = 0o <= 2 es polo de f.

Z—20

¢) lim f(z) no existe <= 2 es punto singular esencial de f.
zZ—20

2. Sea k un entero, k > 0, usando el Lema 3 muestre que:

00 k<m

2o es polo de orden m de f <= lim (z — zo)kf (z) = B(2) #0 k=m
Z—r20

0 k>m

Teorema 50 Los ceros de una funcidn analitica (no nula) son aislados.

Lema 4 Si f(z) = 0 en todo punto z de un dominio o arco que contiene un punto zy, entonces
f(2) =0 en cualquier entorno Ny de zg, en el que f sea analitica. Esto es f(z) =0 en todo punto

de N().

Teorema 51 Si una funcidn [ es analitica en un dominio D y f(z) = 0 en todo punto de un

dominio o arco interior a D, entonces f(z) =0 en D.

Prolongacion Analitica

Definicién 61 Dos funciones analiticas: fi definida en el dominio D1 y fo definida en el dominio
Dy se dicen que son prolongaciones analiticas una de la otra si Dy N Dy # ¢ y f1(2) = fa(2)

en Dl N D2.

Ejercicio 24 Ceros - Regla de L’hopital - residuos - descomposicién en fracciones par-

ciales

1. Sean f(z) y g(z) funciones analiticas en un dominio D. Muestre que si f(z) = g(z) en todo

punto de un dominio o arco interior a D, entonces f(z) = g(z) en D.
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2. Sean f(z) y g(z) funciones analiticas, ambas con un cero en zo. Analizar la singularidad que

. . i onee £2) o /() e f2) e f(2)
presentan las funciones 9 Y gt en el punto 2y y probar que 2151;10 G = zli{[zlo Ok

si este

ultimo existe.

3. Sea C un contorno cerrado simple que encierra un unico polo de una funcién f(z) en sen-
tido antihorario. Comparar la forma de resolver la integral fc f(2)dz utilizando la Férmula

Integral de Cauchy y el Teorema de los Residuos.

4. Descomponer en fracciones parciales utilizando residuos:

z+12
Cl) 22442

b) =

c) (120: ;)Zz

d ) ZZQ—IJ-F 21
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Transformada de Laplace
Bibliografia:
s Matemdticas Avanzadas para Ingenieria. James, G.,Pearson Educacién
» Matemdticas avanzadas para ingenieria 1. Kreyszig, Erwin. (517. K889-1/ 517. K889).
s Transformadas de Laplace. Spiegel, Murray R. (517.7 Sp43-1)

= Teoria y problemas de matemdticas superiores para ingenieros y cientificos. Spiegel, Murray

R.(510 Sp43)

» Modern operational mathematics in engineering. Churchill, Ruel V. (517.7 C473 / 517.7
C473-1a2)

= Functions of a complexr variable. Moretti, Gino.(517.8 M818)

Definicién 62 Sea f : Rt — R, es decir una funcion real definida para t > 0. Si la integral

fooo e St f(t)dt, existe donde s puede ser real o complejo, se define una funcién de s

F(s) = /000 e St f(t)dt.

La funcién F(s) se llama transformada de Laplace de la funcion original f(t) y se denota por

L{f(t)}, entonces

F(o) = £0r0) = | et (.

La funcidn original f(t) se conoce como transformada inversa o inversa de F(s), es decir

ft) =L7H{F(s)}-

La funcidn original también puede ser una funcién compleja de variable real, es decir f : RT —

C, f(t) = fr(t) + 1 fi(t). La transformada de Laplace en este caso se define del mismo modo

Fs) = /OOO e f(t)dt = / T () i i)

0

Notacion: las funciones originales se denotan mediante letras minusculas y sus transformadas

por las mismas letras en mayuscula.
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Teorema 52 Si la integral fooo e st f(t)dt converge absolutamente para s = o entonces la integral
converge absoluta y uniformemente para todo Re(s) > op.
Abscisa de convergencia

Definicién 63 El numero [ es la abscisa de convergencia absoluta si la integral de Laplace con-

verge absolutamente para Re(s) > f y diverge absolutamente para Re(s) < f.

Definicién 64 FEl nimero 38 es la abscisa de convergencia si la integral de Laplace converge para

Re(s) > ' y diverge para Re(s) < .

Orden Exponencial

Definicién 65 Sea f: R — R y a € R diremos que f es de orden exponencial cuando t — oo si

ezisten constantes positivas M y T tales que

lf(t)| < Me™ Vt>T

(=N

e fB) <M vt>T

y escribimos f = O(e*?).
Lema 5 .
. . ; —at . — at
Si tlgpooe |f(t)| existe, entonces f = O(e*?).

s [ es de orden exponencial si y solo si existe una constante 3 tal que , h'gl e Ptf(t) = 0.
—+00

Corolario: Si . h’gl e Pt f(t) = oo para todo 3, entonces f no es de orden exponencial.
—+00

. . . . . 2
Ejercicio 25 Probar que 1, t, t”, sent, cost, e, e, son de orden exponencial y e!” no es de orden

exponencial.
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Condiciones para la existencia de la Transformada de Laplace
Teorema 53 Si
w f(t) es continua a tramos en 0 <t < oo.

s f(t) es de orden exponencial, f = O(e™).

Entonces F(s) existe para Re(s) > a. Es decir la abscisa de convergencia ' es menor o igual
ao.

Analiticidad de la Transformada de Laplace

Lema 6 Si f(t) es de orden exponencial, f = O(e®'), entonces tf(t) = O(e®!) para todo oy > a.

Teorema 54 Si f(t) es continua a tramos y de orden exponencial, f = O(e™), entonces F(s) =
L{f(t)} es analitica en el semiplano Re(s) > a, y converge absoluta y uniformemente en el semi-

plano Re(s) > ag > a. Ademds F'(s) = —L{tf(t)}.

Funcion de Heaviside o escalén unitario

0 sit<O
h(t) =
1 sit>0

Conjunto de funciones transformables segiin Laplace

TL={f(t): f continua a tramos y de orden exponencial, f(t) = 0V¢ < 0}.

Ejercicio 26 La funcién f(t) = efsen(e’) es continua a tramos y de orden exponencial (o = 1).

Su abscisa de convergencia absoluta es 5 = 1, y la abscisa de convergencia es 5’ = 0 [para probar

esto tltimo haga y = ¢’ y analice [} *:¥dy].

Transformada Inversa. Teorema de Lerch

Teorema 55 Si dos funciones f y g tienen la misma transformada de Laplace, entonces f—g = N,

donde N es una funcion nula, fOT N(t)dt =0 VT > 0.

» Si dos funciones f(t) y g(t) tienen la misma transformada de Laplace, entonces f y g toman

los mismos valores en todo los puntos t > 0 donde ambas sean continuas.
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Teorema 56 Si f(t) es de orden exponencial O(e“t) y continua a tramos, entonces

lim F(s)=0
Im(s) = 0
Re(s) — 4o

y |sF(s)] < K cuando Im(s) =0 y Re(s) — oo.

Ejercicio 27 Pruebe los siguientes items:

1. Lema 6, Teoremas 53, 54, y 56.
2. L{h(t)} = L£{1}.

3. Sobre el conjunto de funciones TL£Y = {f(t) : f continua y de orden exponencial, f(t) =

0Vt < 0}, la transformada de Laplace tiene inversa dnica.

Propiedades

Consideremos el siguiente par de transformadas de Laplace con su correspondiente regiones de

convergencia:
) = F(s) Re(s) > p
gt) «— G(s) Re(s) > ¢
Linealidad
Para «, g € C:
af(t)+pBg(t) «— aF(s)+FG(s) Re(s)>mix(p,q)
Traslacién
Para o € C:
e f(t) +— F(s—a) Re(s) > p + Re(a)
Para a > 0:
h(t—a)f(t—a) <+— e *F(s) Re(s) > p
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Mas propiedades...

Cambio de escala

Para a > 0:
flat) «— LF(2) Re(s) > ap
Derivadas
FO) s $MF(s) = $L0) - — fTD(0) Re(s) > p
(=)™ f(t) +— F(s) Re(s) >
Integrales
fg f)dt «—  LF(s) Re(s) > max(p, 0)
Si 31im I =

@ —  [ZF(u)du Re(s) > p

Ejercicio 28 Pruebe las propiedades anteriores para valores de s que estan sobre una semirecta
en el eje real y luego extiéndalas por prolongacién analitica sobre todo el semiplano de la regién

de convergencia.

Funciones Periodicas

Teorema 57 Sea f(t) periddica, de periodo T, es decir f(t+T) = f(t),t > 0. Si f es continua a

tramos en el periodo 0 < t < T, su transformada existe y podemos escribir

T
Fls) = ﬁ/{) =t F(t)d.

Propiedades asintéticas

Teorema 58 Teorema del Valor Inicial. Si f y f' son continuas a tramos y de orden expo-
nencial, L{f(t)} = F(s) y existe el lim  sF(s), entonces

Im(s) =0
Re(s) — 4o

f(0)=lim sF(s).
Im(s) = 0
Re(s) — +oo

Teorema 59 Teorema del Valor Final. Si f y f' admiten transformada de Laplace para

Re(s) > 0 y L{f(t)} = F(s), si existe flim f(¢), entonces

lim sF(s) = tlim f(@).

s—0
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Producto de Convolucién

Definicién 66 El producto de convolucidon entre dos funciones f(t) y g(t) (cuya notacion es f x
g) se define mediante la integral fj;o flw)g(t — w)du, sin embargo en el caso de utilizarse en
aplicaciones junto a la transformada de Laplace, o bien porque se considera que f(t), g(t) y (f*9)w)

son nulas para t < 0, o estan sdlo definidas en (0,4+00), la integral resulta con los siguientes

extremos:
t
(f*9)@w = / flw)g(t —uw)du Yt > 0.
0
Propiedades
» frg=gx*f

» (frg)xv=f*(gxv)

s frx(gitge)= g+ f*g

Teorema de Convolucién

Teorema 60 Si f(t) y g(t) son las transformadas inversas de F(s) y G(s) respectivamente, la
transformada inversa del producto F(s)G(s) es la convolucion de f(t) y g(t).
Resolucién de ecuaciones diferenciales.

La transformada de Laplace provee un método para resolver ecuaciones diferenciales (lineales
con coeficientes constantes) y los correspondientes problemas con condiciones iniciales o con valores

en la frontera. El proceso de resolucién consta de tres pasos principales:

1. El problema complejo de resolver una ecuacién diferencal o un sistema de ecuaciones diferen-
ciales se transforma, utilizando la propiedad de las derivadas, en un problema més sencillo

de resolver una ecuacion algebraica o un sistema algebraico lineal.
2. Se resuelve el problema haciendo manipulaciones algebraicas.

3. La solucién del sistema algebraico se transforma en sentido inverso para obtener la solucién

del problema dado.

En la mayoria de las aplicaciones consideradas en este curso se obtienne una solucién de la

forma Y (s) = ggzg ,donde P y @ son polinomios en s. En tal caso es posible determinar la so-
lucién y(t) = L7H{Y(s)}, expresando primero Y (s) en términos de fracciones parciales, y luego

antitransformando. A este método se lo llama: Desarrollo de Heaviside.
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Series de Fourier
Bibliografia
= Matemdticas Avanzadas para Ingenieria. James, G. Pearson Educacién

» Series de Fourier y problemas de contorno. Churchill, Ruel V. (517.2. C473-1).

» Introduccion al cdlculo y al andlisis matemdtico. Courant, Richard; John, Fritz., vol. 1 (517.

C833).

» Matemdticas avanzadas para ingenieria. 2. Kreyszig, Erwin. Limusa. México. (517. K889-2

/ 517. K889-1/ 517. K889).

Definicién 67 Una funcién real, f : R — R es periddica, de periodo T, si verifica f(z) = f(z+T),

Vr € R, y el valor w = %’T se denomina frecuencia.

Ejercicio 29 Muestre que:

1. Las funciones senx y cos x son funciones periédicas de periodo T' = 27, y las funciones cos *7*

y sen™T* tienen periodo T'= 2L y frecuencia w = T.

2. Si f(z) es una funcién periédica de periodo T, para cualquier constante arbitraria a

/OT f(z)dx = /:+T f(z)dx = /T/2 f(z)dx

—T/2

Definicién 68 Una funcion real, f : R — R es par, si verifica f(x) = f(—z), Yz € R.
Definicién 69 Una funcion real, f : R — R es impar, si verifica f(x) = —f(—x), Vo € R.

Definicién 70 Sea f una funcién cuyo limite a derecha f(z) existe en el punto xo. La derivada

a derecha se define como sigue:

(zo) = lim
fD( 0) e—0t 3

cuando el limite existe.
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Definicién 71 Sea f una funcidn cuyo limite a izquierda f(xy ) existe en el punto zo. La derivada

a izquierda se define como sigue:

fi(xg) = lim flzg) — flzo —¢)

e—0+t £

cuando el limite existe.

= Si existe f/(xg), entonces existen ambas derivadas laterales y son iguales, f'(zg) = fp(x0) =

f1(@o).

Series de Fourier

Definicién 72 La serie trigonométrica

1 oo
a0 + Z (an cosnx + bysennx)

n=1
o bien en notacion compleja
oo
inx
D e
n=—o00

es la serie de Fourier de una funcion f(x) si sus coeficientes vienen dados por las formulas

1 s
ag = — f(z)dx,
L
1 T
an, = - f(x)cosnzdr n=1,2,..
L
1 T
b, = -— f(z)sennzdr n=1,2,..
™ —Tr
L[ f(z)e™™*d 0,41, +2
n = o= x)e r n=0,+1,+2 ..
7 2 J_,

donde f es alguna funcidn definida en el intervalo (—m, ).

= El término %> = 7o es el valor medio de f(z) en el intervalo (-, 7).
= Cada uno de los términos de la serie es periddico en x con periodo T' = 2.

a,—1by

"y, = Fn5m paran > 0.
" Y_n = Tn-
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La serie de Fourier tiene dos aplicaciones fundamentales:

1. Representar una funcién definida en el intervalo (—m, 7).

2. Representar una funcién periédica, con periodo 27 para todos los valores de .

Teorema 61 Sea f una funcidn continua a tramos en el intervalo [—m, 7| y periddica de periodo

2. Entonces su serie de Fourier converge al valor

flag) + flzg)
2

en todos los puntos xog donde f tenga derivada a derecha y a izquierda.

o0
= La convergencia de la serie > v, significa la existencia del limite de la suma parcial

n—=—oo

N

Sn(a)= ) e =

n=—N

N =

N
ag + E (an cosnx + b,senn)
n=1

= Si las extensiones periddicas de f(z) y f/(z) son continuas a tramos, la serie de Fourier de f

es convergente para todo x real.

Condiciones de Dirichlet

Si bien de acuerdo al teorema anterior la serie de Fourier converge si f(x) y f’(x) son continuas
a tramos, puede demostrarse también para condiciones mucho maéas generales. Sin embargo, el
resultado formulado es suficiente para la mayoria de las aplicaciones. Las condiciones més generales

se conocen como Condiciones de Dirichlet.

Definicién 73 Una funcidn f(x) se dice que satisface las condiciones de Dirichlet en un intervalo

(a,b), en el cual estd definida cuando satisface una de estas dos condiciones:

1. f(x) es acotada en (a,b), y el intervalo puede ser partido en un ndmero finito de intervalos
abiertos parciales, en cada uno de los cuales f(z) es mondtona ( f tiene un niimero finito de

maximos y minimos en (a,b) ).

2. f(z) tiene un ntmero finito de puntos de discontinuidad infinita en el intervalo (a, b). Cuando
se excluyen pequetios entornos alrededor de estos puntos, f(z) es acotada en el resto del
intervalo y éste puede ser partido en un nimero finito de intervalos abiertos parciales, en
cada uno de los cuales f(z) es mondtona. Ademas la integral fab f(z)dz es absolutamente

convergente.
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Serie de Cosenos

Cuando f es una funcién par en el intervalo (—m, ) sus coeficientes tienen valores

ap = %/0 f(z)de,

2 us
an, f/ f(x)cosnzxdx n=12,..
™ Jo
b, = 0 n=12,..

Por lo tanto su serie de Fourier se reduce a

o0

ao

?+ g @y, COSNI.
n=1

Es la serie de Fourier de cosenos. Sirve para:

1. Representar funciones pares definidas en el intervalo (—, ).
2. Representar funciones periédicas pares de periodo 2.

3. Representar funciones definidas en el intervalo (0, 7).

Serie de Senos

Cuando f es una funcién impar en el intervalo (—m, ) sus coeficientes tienen valores
apg = 0,

a, = 0 n=12 ..

2 T
by, 7/ f@)sennxder n=1,2,..
T Jo

Por lo tanto su serie de Fourier se reduce a

oo
g b, sennx.
n=1

Es la serie de Fourier de senos. Sirve para:

1. Representar funciones impares definidas en el intervalo (—m, 7).
2. Representar funciones periddicas impares de periodo 2.

3. Representar funciones definidas en el intervalo (0, 7).
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= En consecuencia si una funcién f(z) estd definida solo en el intervalo [0, 7], podemos exten-
derla al intervalo [—, 7] ya sea como una funcién par o como una funcién impar y desarrollar

en una serie de cosenos o una serie de senos que represente a f(z) en la mitad del intervalo.

Teorema 62 Si una funcidn f es periddica con periodo T = 2L, continua a tramos en [—L, L],

tiene como representacion la serie

f(z) -« % + 2 (an cos nLLx + bﬁ&)n?)
1 L

a = 7 Lf(x) dz

an, = i/_LLf(x)cosnzxdx n=12 ..

b, = i/i f(x)sen? dr n=12..

o bien en la forma exponencial

inwtax

f(x)NZ'Vne L

donde

inTx

1 L
Tn = ﬁ/_L f(x)e L dx.

; S +f(g) :
La serie converge a —=%5—=" en todos los puntos xo donde [ tenga derivada a derecha y a

izquierda.
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Ejercicio 30 Muestre que:

1. Si f es periddica con periodo T'= 2L y « un numero real cualquiera, entonces

a+2L
ay = l/ f(x)dx

L
1 a+2L

an = Z/a f(m)cos?dx
1 a+2L

b, = Z/a f(x)sen? dx

2. Los coeficientes de Fourier de una suma de funciones f; + f3 son las sumas de los coeficientes

correspondientes a f1 y fa.

Simetrias

En cualquier funcién periédica con periédo T' = 2L se puede demostrar que hay condiciones de
simetria que permiten establecer la existencia o no de determinados términos en la serie de Fourier,

lo que ahorra trabajo en el calculo.

» Funcién impar: f(z) = —f(—x), sblo tienen términos en senos, ag = a, =0y
2 L nmx
b, = — x)sen—— dx
n L 0 f( ) L
para n = 1,2, ...; es decir dos veces la integral sobre la mitad del intervalo. Ademds ~, es

imaginario puro.

» Funcién par: f(z) = f(—=x), s6lo tienen términos en cosenos y la constante. b, =0y
2 (L nmwr
Gp = — x)cos — dx
=7 [ e
paran = 0,1,2,...;es decir dos veces la integral de la mitad del intervalo. Adem4s ~,, es real.
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» Simetria de media onda: Se dice que hay simetria de media onda cuando es f(x) =

—f(z — L). Resulta que:
ap =0,
para n par (n = 2k) :
agk, = bap =0,

y para n impar (n =2k +1) :

2k+1
az2k+1 = /f ) dz,

2k'+1
bor+1 = /f 2k + mz dx,

para k=0,1,2,...

El hecho de ser funcién par o impar nada tiene que ver con los indices o frecuencias arménicas
pares o impares. Ademés puede hacerse una funcién par o impar mediante un cambio de ejes.

En resumen si una funcién es par, o impar, o tiene simetria de media onda, ciertos coeficientes
son cero y el calculo de los restantes puede hacerse integrando sobre medio periodo y multiplicando
el resultado por dos. Més atn, si la onda tiene simetria de media onda y ademaés es par o impar,

es suficiente integrar en un cuarto del periodo y luego multiplicar por cuatro.
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Ejemplos: Sumas parciales de la serie:

Z msen@k + 1z
k=0

S,
S,(0)
Slo(x)
-2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
2
Szo(x)
_2 L L L L L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
2
1 i
S100®)
or 4
_1 =
— 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
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Sumas parciales de la serie: 5 4+ >°° w cos(2k + 1)z

S,

X

S5

. . —2(—1)"
Sumas parciales de la serie: >~ %sennx

5,9

S50
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Sintesis de ondas.

Las series de Fourier se pueden utilizar para sintetizar ondas periédicas como una suma infinita
de senoidales y/o cosenoidales de la frecuencia fundamental w = % y sus multiplos (arménicos)
nw. Es decir dichas ondas se pueden aproximar mediante la sumas parciales de su serie de Fourier.
Por ejemplo, partiendo de la expresién de la onda cuadrada desarrollada en serie y viendo gréfica-
mente sus sumas parciales como muestran las figuras del ejemplo anterior, se puede apreciar como
la aproximacién comienza a ser mejor a medida que se incrementa la cantidad de términos. Sin
embargo siempre permanece una ondulacién que semejan “orejas” a ambos lados de la disconti-
nuidad (fenémeno de Gibbs). Con el aumento de los términos las mismas se estrechan pero no
disminuyen su amplitud que se establece en un 9 % del salto de la discontinuidad. La serie infinita,
sin embargo, converge exactamente a la funcién, excepto en la discontinuidad donde converge al

punto medio de la misma.

Convergencia Uniforme

Teorema 63 Sea [ una funcién continua en el intervalo [—L, L], tal que f(—L) = f(L) cuya

derivada f' es continua a tramos en ese intervalo. Entonces la serie

% + ,;1 (an cos ? + bﬁ&ln?)

y la serie

oo
inmwx
E Tn€ &
—0o0

convergen a f(x) en el intervalo [—L, L] absoluta y uniformemente.

= La hipétisis de este teorema es equivalente a pedir que la extension periédica de f sea continua

para todas las x y la derivada continua a tramos.

= Una serie de Fourier no puede converger uniformemente en un intervalo que contenga alguna

discontinuidad.

Ejercicio 31 Compare el teorma anterior (63) con el teorema (12 y 11) de convergencia uniforme

de serie de funciones reales y el test de Weierstrass.
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Teorema 64 Si f es una funcidn continua en el intervalo [—L, L], tal que f(—L) = f(L) y f’ es

continua a tramos en ese intervalo, entonces la serie de Fourier de f(x)

ag = nwr
3 Z:: (an cos —I— b senT>

o0

inmwx
D e’
— 00

es derivable término a término en todo punto donde f'(z) tenga derivada a derecha y a izquierda,

Y

o0

nmx nmx
E (— Fapsen—— + by, cos —— )
— L L

o0

Fla) ~ D

— 00

Teorema 65 Si f es una funcion continua a tramos con derivada continua a tramos en el intervalo

[-L,L] y desarrollo en serie de Fourier (ag =0)

Z (an cos + bnsen—mm) ,
— L

entonces

/Zf( du~—+z

n=1

( Lan e Lb,, nwT )
— — T cos—
nm

L
con Ag=—1 [, u

(Si ag # 0 basta considerar g(z) = f(x) — ap/2).
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Identidad de Parseval

Teorema 66 Si f(x) es acotada e integrable en [—L, L], a,, y b, los coeficientes de Fourier de f,

entonces
1/L fQ(x)deﬁ-Fi(ag—i—bQ)
L J_; 2 4~ v
o bien
I -
= [ P@a= Yl

De la identidad de Parseval se observa que el valor RMS (medio cuadrético) de la onda total

es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los valores RMS de sus componentes:

o= o o= (55 (5 (3))

Orden de decrecimiento de los términos de la serie

Sea f una funcién continua a tramos y considere que en todo zo se cumple que f(zo) =
+ _
w. En los puntos siguientes, considere la continuidad de las extensiones periédicas de f

y sus derivadas.

» Si fy f’ son continuas a tramos entonces existe una constante k tal que |a,| < %, |bn| < %

y "Yn| < %

s Si f es discontinua pero f y f’ son continuas a tramos, el orden de decrecimiento de los
1

e

coeficientes no puede ser mas rapido que

o Sif, £ f", .., f®Y son continuas y f® y 1) continuas a tramos, entonces los coeficien-
tes decrecen al menos como # Si ademads f(P) es discontinua (pero f®) y f+1) continuas

a tramos), entonces los coeficientes no decrecen mas répido que #

Resumiendo, para conocer el 6rden de decrecimiento hay que encontrar la primer derivada
continua a tramos que presenta una discontinuidad de tipo salto, y quq la siguiente derivada siga

siendo continua a tramos.
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Espectros en frecuencia.

Puede escribirse una serie de Fourier mediante términos que sélo contengan senos o cosenos,
independientemente de que sea o no, par o impar. Utilizando la relaciones trigonométricas:
/o2 h2 _
acosz + bsenz = YA cos[z — tan™!(2)]

entonces la serie tendrd la forma:

o0
% + Zl ¢ cos(nwz — @)
n=

oo
% + Z cpsen(nwx — 0)
n=1
con:
en =2|yn| = Va2 + b2, ¢ = arg(y,) = tan"'(22), y § = ¢ — Z. Sin embargo sigue siendo una

forma mds compacta la serie de exponenciales:

o0

INWT
E Tn€
— 00

La graficacion de este desarrollo en serie es muy clara si se lo hace en funcién de la frecuencia,
lo que da lugar a representaciones denominadas Espectros en Frecuencia.

Como se deben indicar dos datos para cada componente: amplitud y fase, se obtienen los
espectros de Amplitud y de Fase.

En ambos casos se tiene s6lo valores para un nimero entero de veces la frecuencia fundamental
w = 7, lo que implica un espectro de lineas, discreto, y no una curva continua.

Si la serie estd desarrollada en funciones senos y cosenos se debe pasar primero a la forma de
solo términos en senos, cosenos o exponenciales para que pueda ser representada en frecuencia.

En los siguientes gréaficos se muestran para cada onda el espectro en frecuencia, el modulo y
la fase de los coeficientes de Fourier de sus correspondientes series de exponenciales complejas, es

decir Médulo:|v,, | y Fase: Arg (v,,)
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+oo

Onda cuadrada y su espectro en frecuencia:
(

—0o0

Modulo

Fase [rad]

—2%
2k+

1)

ei(2k+1)z

10

081

o
o
T

o
~
T

o
)
T

o
T

.
I'O

RN

5

14

w
e
~

-

o

~
T

o
T

157

-3.14
-16

Onda triangular

Fase [rad]

Modulo

y su espectro en

N}

i(2k+1)z

14

16

-10

4 x ok

-16

!
o
!
S
!
N
o

12

14

3141

o

-157
-16

-14

-12

-10

-8

% -4 -2 0
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Onda diente de sierra y su espectro en frecuencia: Y

“+o0o

(=" inz
n €

—o0
n#0
1F ]
05 E
E op 4
-051 4
b J
1 1 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
X
T
s i
o
3
3 05
il I I
b s wnrrnnll | I R I I111 LI I I I
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-6 -14 -12 -0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
314
— 157 E
el
g °r ) )
&
-157 i
-3.14 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-6 -14 -12 -0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
®
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Transformaciones en el plano complejo

Si una funcién compleja w = f(z) estd definida en un dominio D del plano z, entonces a cada
punto de D le corresponde un punto en el plano w. De esta manera se tiene un mapeo, aplicacién
o transformacién de D sobre el rango de valores de f(z) en el plano w, que se denomina imagen
de D.

Este enfoque geométrico del andlisis complejo ayuda a visualizar la naturaleza de una funcién

compleja, al considerar el modo en el que la funcion aplica ciertas curvas y regiones.

Transformaciones lineales

Primer tipo

donde a es una constante compleja.
- Jwl = a]|2]

= argw = arg o + arg z

Esta transformacion:

» dilata o contrae segin |a| > 16 || < 1.

= rota un adngulo arg a.

Segundo tipo

w=z+pf

donde 3 es una constante compleja.

= Es una traslaciéon mediante el vector .
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Transformacién lineal general

w=az+

(o # 0) es la composicién de las transformaciones:

Z=az y w=Z+p
= Es una dilatacién o contraccién y una rotacién, seguida de una traslacion.

Inversion

1
w= -
z
Es la composiciéon de dos transformaciones:
. . ., , .
n /= SER una inversién con respecto al circulo unitario.

= w = Z, una reflexion con respecto al eje real.

Siz=xz+4iyy w=u-+iv, entonces

— x u
U—$2+y2 L= 22

—y v
V=252 Y= w252

Ejercicio 32 Pruebe que la transformacién w = % transforma circulos y rectas en circulos o rectas.
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Transformacion Bilineal

az+b

cz+d

donde a, b, ¢ y d son constantes complejas y ad — be # 0.

s Cuando ¢ = 0 se reduce a una transformacion lineal.

s Cuando ¢ # 0, la transformacién admite la expresién

a bc—ad 1
_’_7

w=— —_—
c cz+d
Es una composicién de tres transformaciones
1 a be—ad
Zy = cz+d, Zy = 7~ y Zy=w=—+—"2
A c c

Por lo tanto una transformacién bilineal siempre transforma circulos y rectas en circulos o
rectas.
Existe siempre una transformacion bilineal que aplica tres puntos distintos z1, 22, z3 sobre tres

puntos distintos wy, wa, ws, y se verifica la siguiente férmula:

w — W w2 — Ws Z—Z1 % — Z3

w — W3 W2 — Wy Z— 2329 — 21

Ejercicio 33 Halle una transformacion bilineal que aplique el circulo unitario en el plano z sobre

la mitad superior del plano w.
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Transformaciones conformes

Definicién 74 Una transformacion w = f(z), se llama conforme en un punto zo, si f es analitica

en ély f'(z0) # 0.

Las transformaciones conformes tienen la propiedad de conservar los dngulos, mantienen la
forma localmente. Si un par de curvas se cortan en un punto zo donde una transformacién w = f(z)
es conforme, sus curvas imdgenes se cortan en wg = f(z) manteniendo el mismo éngulo (magnitud

y sentido) entre sus rectas tangentes que el de las curvas originales.

Teorema 67 Una transformacion w = f(z) que sea conforme en un punto zy tiene una inversa

local en zg.

El conocimiento de que f/(zg) # 0 es suficiente para llegar a la conclusién de que la transforma-
cidén es inyectiva (uno a uno) si se restringe a un entorno de zg suficientemente pequeno y se puede
asegurar que para la imagen de ese pequeno entorno existe una transformacién inversa. Pero atin
cuando sea f’(z9) # 0 en todos los puntos de un dominio, no se puede afirmar que la aplicacién
sea inyectiva en ese dominio. Por eso diferenciamos en decir cudndo una aplicacién es conforme en

cada uno de los puntos de un dominio y cuando es conforme sobre todo el dominio.

Definicién 75 Una transformacion w = f(z), definida en un dominio D, se llama conforme en

cada uno de sus puntos, si f es analitica en D y su derivada no tiene ceros en D.

Definicién 76 Una transformacion w = f(z), definida en un dominio D, se llama conforme en

todo D, si f es es inyectiva (uno a uno) y analitica en D.

Cuando la transformacion es biyectiva en un dominio D, es decir tiene inversa, y ademéas ambas
son continuas, transforma puntos interiores de un conjunto contenido en D, en puntos interiores
del conjunto imagen. Del mismo modo los puntos frontera del conjunto original se transformaran

en puntos frontera del conjunto imagen.

Teorema 68 Supongamos que una funcion analitica w = f(z) = u(x,y) + iv(z,y) aplica un
dominio D, del plano z sobre un dominio D,, del plano w. Si h(u,v) es una funcién armdnica

definida sobre D,,, entonces la funcién H(x,y) = h(u(z,y),v(x,y)) es armdnica sobre D,.
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Ejercicio 34 Conservacion de dngulos y puntos interiores
1. Sea A el sector angular de 60° (a partir del eje real positivo) del circulo unitario:

a) Encuentre la imagen al aplicarle la transformaciéon w = 23.;Se cumple la propiedad de

conservacion de angulos?

b) Aplique la transformacién w = 25. El punto 2z = % es un punto frontera de A. ;Es la

1
2

imagen de este punto también un punto frontera?

2. Muestre que si una transformacion y su inversa son continuas entonces la imagen de un punto

interior de un conjunto es un punto interior del conjunto imagen.

Principio de variacion del argumento.

Sea C' un contorno cerrado simple orientado positivamente en el plano z, y sea f una fun-
cién analitica sobre C. Supongamos que f no tiene ceros sobre C. La imagen I' de C bajo la
tranformacién w = f(z) es un contorno cerrado en el plano w.

Cuando un punto z recorre C' en sentido positivo, su imagen w recorre I' en una determinada
direccién que fija una orientacién sobre I'. Como f no tiene ceros sobre C, el contorno I' no pasa
por el origen del plano w.

El cambio de argw al describir I" una vez en su sentido de orientacién (inicia con argw = ¢¢ y

finaliza en el mismo punto con argw = ¢;) es

Acarg f(z) = ¢1 — 9o,

es un multiplo de 27 y iAc arg f(z), es el ndmero de veces que el punto w gira en torno al origen

en el plano w, cuando z describe C' una vez en sentido positivo.

Teorema 69 Sea C un contorno cerrado simple, en sentido positivo, y sea f una funcion analitica
dentro y sobre C, excepto en un numero finito de polos interiores a C. Supongamos ademds que f

no tiene ceros sobre C. Entonces

1 _1—do
%Acargf(z)fiwr =Z-P

donde Z es el nimero total de ceros de f dentro de C y P es el nimero total de polos de f dentro

de C (contando su multiplicidad, es decir un polo doble o cero doble se cuentan como dos), ¢ es
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el argumento de la imagen del punto inicial de C al aplicarle la transformacion w = f(2), y ¢1
es el argumento de la imagen del punto final, si bien coincide con el punto inicial, el argumento

resultante tiene en cuenta su variacion continua luego de recorrer toda la curva C'.

Ejercicio 35 Principio de Variacién del Argumento

1. Bajo las mismas condiciones del teorema anterior pruebe que ﬁAc arg f(z) = 2%” /. c J;/((ZZ)) dz,
y luego que 5= [, ];.((Zz)) dz =7 — P.

2. Sea C el circulo unidad |z| = 1 descripto en sentido positivo. Hallar el valor de A¢ arg f(z)

para las funciones: (a) f(z) = 22, () f(z) = ;zﬁ

Z N
k{;_

-

3. Sea f una funcién analitica dentro y sobre un contorno cerrado simple C, excepto en un
Unico punto interior a C, que es un polo simple de f. Ademé&s f no se anula en ningin punto
de C. Sea I" la imagen de C' bajo la transformacién w = f(z), la cual se muestra en la figura.
Determinar el valor de la variacion del agumento de f sobre C, y también el nimero de ceros

de f interiores a C.
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Espacio de funciones

y Series de Fourier

Bibliografia
» Series de Fourier y problemas de contorno. Churchill, Ruel V. (517.2. C473-1).

= Matemdticas avanzadas para ingenieria. Kreyszig, Erwin. Limusa. México. (517. K889-2 /

517. K889-1/ 517. K889).

Los espacios vectoriales tienen un rol muy importante en muchas ramas de la matematica y
sus aplicaciones. En muchos problemas tedricos y précticos se trabaja con conjuntos de elementos
y operaciones que tienen propiedades andlogas al espacio vectorial Euclideano R™ (muy conocido
en los primeros cursos de algebra). Se verdan ahora otros espacios, en especial espacios vectoriales

de funciones.

Espacios Vectoriales

Definicién 77 Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es un conjunto no-vacio X de elementos
que llamaremos vectores junto con dos operaciones algebraicas: suma de vectores (X x X — X)
y multiplicacion por escalares (K x X — X), los escalares son los elementos de K, las cuales

verifican Vx,y,z € X yVao,p € K:
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lL.x+y=y+zx

2. x4+ y+z)=(@+y) +=2

3. 0e X tal quex+0==x
4.d—zeX tal quex+ (—x) =0
5. a(Bz) = (af)x

6. lx =2

7 alz+y) =ar+ay

8. (a+pP)x =ax+ bz

Generalmente K es el cuerpo de los nimeros reales (R) o el cuerpo de los nimeros complejos

©)
Ejemplos

» R™ con las operaciones usuales de vectores es un espacio vectorial sobre R (con escalares

reales o lo que se suele decir es un R-espacio vectorial).

= C", el conjunto de vectores de dimensién n, cuyas componentes son nimeros complejos, con
las operaciones usuales de vectores (suma componente a componente, y multiplicacién de

cada componente por el escalar) es un C-espacio vectorial.

= C[a,b], el conjunto de funciones continuas reales definidas en el intervalo [a, b], con las opera-
ciones usuales de suma de funciones y multiplicacién por constantes: (f+g)) = f(z)+g(x),

y (af)(e) = af(z), es un R-espacio vectorial.

s C"[a,b], el conjunto de funciones reales con n derivadas continuas definidas en el intervalo

[a, b], con las operaciones usuales de funciones (como en Cfa,b]) es un R-espacio vectorial.
= El conjunto de las funciones de variable compleja enteras es un C-espacio vectorial.

» CTa,b], el conjunto de funciones reales continuas a tramos en el intervalo [a,b], con las

operaciones usuales de funciones (como en Cfa, b]) es un R-espacio vectorial.
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Independencia lineal

Definicién 78 Un conjunto finito de vectores M = {x1,x2, .., x,} en un espacio vectorial X es

linealmente independiente si la ecuacion
a1x1 + oo + -+ apx, =0

implica que o = ag = --- = oy, = 0. Un subconjunto arbitrario M de X es linealmente indepen-
diente si todo subconjunto no-vacio y finito de M es linealmente independiente. Se dice que M es

linealmente dependiente si no es linealmente independiente.

Definicién 79 Un subespacio de un espacio vectorial X es un subconjunto no vacio Y de X tal
que para todo y1,y2 € Y y para todos los escalares a, 5 se tiene que ay; + Py2 € Y. Por lo tanto
Y es en si mismo un espacio vectorial con las operaciones inducidas por las operaciones de X

restringidas a Y.

Ejercicio 36 Muestre que:

1. Cla,b] es un espacio vectorial
2. X ={f:]a,b] = C|f(t) = u(t) +iv(t), con u,v € Cla,b]} es un C-espacio vectorial.
3. Las funciones senx,sen2z, . ..,sennz son linealmente independientes en C[—m, 7] para cual-
n
quier nimero natural n. [Sugerencia: sea » . agsenkx; multiplicar por senjz donde j =

k=1
1,...,n; e integrar de —7 a 7.

4. El conjunto infinito
{senz,sen2z,...,sennx, ...} = {sennz, con n € N}

es linealmete independiente en C[—m, ).
5. Cla,b] es un subespacio de CTa, b].

6. El conjunto C'P[a,b] de funciones continuas pares en el intervalo [a,b] es un subespacio de

Cla,b]
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Definicién 80 Un producto escalar o producto interior sobre X es una funcion de X x X — K,

es decir a todo par de vectores x e y le asocia un escalar el cual se escribe ast

(z,9)
y verifica las siguientes propiedades Vx,y,z € X yVo € K:
L {z+y,z2) =(z,2) + (y,2)

2. (o, y) = alz,y)

3. (z,y) = (y, )
4. (z,z) >0

5. (z,z) =0 <=2 =0.

(la propiedad 3 indica que (z,z) € RT, aiin cuando K = C).
Por ejemplo V par de vectores x,y en R? el producto escalar es
(@, y) = ((z1,22), (Y1, 92)) = T1y1 + 2292

Un producto escalar en Cla, b] es:

b
(f(2), g(a)) = / f(2)g(z)dx

Entiéndase que no es la tinica manera de definir un producto escalar en Cla, b], por ejemplo podria

incluirse en la integral alguna funcién de peso.

Definicién 81 En un espacio vectorial X con producto escalar se dice que dos elementos x,y € X

son ortogonales si

(x,y) = 0.

Definiciéon 82 En un espacio vectorial X con producto escalar se define a la norma de vectores

inducida por el producto escalar como:

lz| = (z,2)Y/? Vze X.
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En Cla, b):

b
1)) = /f%mm

En en el espacio de funciones continuas a tramos, C'T[a, b], la integral f; f(z)g(x)dx no define
un producto escalar. No cumple la propiedad 5, pues f; f?(x)dx es nula no sélo si la funcién f
es la funcidén cero, sino que puede ser una funcién nula (una funcién nula toma valor cero casi en
todo el intervalo, excepto en un ndmero finito de puntos). Esto se soluciona considerando que dos
funciones en C'T'[a, b] son idénticas si su diferencia es una funcién nula. Es decir si se considera que
un vector de CT[a, b] en realidad es un conjunto de funciones cuya diferencia es una funcién nula.

Por ejemplo el vector cero esta identificado por el conjunto de funciones nulas, la funcién constante

z
z?

1 se identifica con la funcién £, y con toda funcién de la forma 1 4+ N(z) donde N es una funcién

nula. Con esta salvedad la integral f; f(z)g(x)dx es un producto escalar en CT'a, b].

Cuando se trabaja en espacios de funciones complejas el producto escalar se define asi: (f, g) =

Sy, f(@)g(@)dz.

Un conjunto de funciones ortogonales se suele llamar sistema de funciones ortogonales.

Definicién 83 Un conjunto de funciones {¢n(x)} se dice que es un sistema ortonormal si

(bul@) @)y =4 O T

1 sin=m

Definicién 84 Dado un sistema ortonormal de funciones {¢,(x)} se dice que la serie

COQJ)O(I‘) + Cl(bl(w) +- Cn(bn(m) = Z Cn¢n(x)
n=0

es la serie de Fourier generalizada de la funcion f cuando los ¢, son los coeficientes de

Fourier ¢, = (f(x), ¢n(x)).

Ejercicio 37 Producto escalar. Polinomios ortonormales. Desigualdad de Bessel. Identidad de

Parseval.

1. Sea f(x) =z y g(x) =1 — 22 en el espacio C|0, 1]. Calcule (f, g). ;Son ortogonales?

2. Sea Py(x) = ag y Pi(z) = by + byz. Encuentre los ntimeros ag, by, b1 para que {Py, P} sea

un conjunto ortonormal en C[—1,1].
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3. Muestre que el conjunto de funciones {%, COS T, Senx, €os 2x,$enx, . . ., COSNT, SeNNT } es or-

togonal en C[—m,7]. A partir de este conjunto obtenga un conjunto ortonormal.

4. Calcular los coeficientes de Fourier de la funcién e® en C[—1, 1] correspondientes al conjunto

de polinomios ortonormales { Py, P } encontrado en el ejercicio 9.

5. Suponer que vy, ..., v, es un conjunto ortonormal finito en un espacio vectorial V. Demostrar

que si v es cualquier vector en V'

n

> (w,u)® < ol
i=1
Esta desigualdad es un caso especial de la desigualdad de Bessel. [Sugerencia: establecer

y=v—> 1 (v,0;)v; y calcular ||yH2]

6. Suponer que v, ...,v, es una base ortonormal de un espacio vectorial V' de dimensién finita.

Si v es cualquier vector en V, muestre que

n

loll* =" (v, vi)?.

i=1

Aproximacion de funciones en el sentido de minimizar la norma o minimos cuadrados

Teorema 70 Dado un sistema ortonormal {¢,(x)} en el intervalo [a,bl,la suma parcial Sy(x) =
22[:0 cn®n(x) de la serie de Fourier generalizada de una funcién f(x), es la mejor aprozimacion

en el sentido de minimos cuadrados, es decir la integral

[ (@) = Sn(@)?da

es minima cuando los coeficientes son los coeficientes de Fourier (¢, = (f(z), dn(x))).

El valor de H fz)— Zg:o Cndn () H nos indica una medida del error de aproximacién. Cuando

los coeficientes son los de Fourier se tiene que

N
doa <@l

n=0

de donde es facil ver que cuando N — oo
2
Yo <lf@)
n=0
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que se conoce como desigualdad de Bessel. Si se cumple que el error de aproximacién tiende a cero

cuando N — oo, se verifica la igualdad

Zi—\\f

conocida como Identidad de Parseval. Si en un espacio de funciones se verifica la identidad de
parseval para todas sus funciones, se dice que el sistema ortonormal es completo en dicho espacio.
Se puede ver que un sistema {¢,(z)} es completo cuando en el espacio no existe una funcién que

sea ortogonal a todos las funciones del sistema.

Ejercicio 38 Compare la aproximacién de e” utilizando los coeficientes de Fourier calculados en
el ejercicio anterior [e* ~ ¢oPy(x) + ¢1 P1(x)] y una aproximacion lineal con la férmula de Taylor
[e® ~ f£(0) + f(0) z]. Grafique la funcién y las dos aproximaciones en el intervalo [—1,1]. Calcule

el error de aproximacion en ambos casos, jcual es menor?
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Integral de Fourier y Transformada de Fourier
Bibliografia

= Matemdticas avanzadas para ingenieria. 2. Kreyszig, Erwin. Limusa. México. (517. K889-2

/ 517. K889-1/ 517. K889).
» Cdlculo Avanzado Kaplan, W. (517 K14-2).

» The Fourier integral and its applications Papoulis, A. (517.7. P199).

The fast Fourier transform Brigham, E. O. (A-6.678. Inst. Mat.)

De la Serie a la Integral de Fourier

1 si|z| <1
Sea f(x) = , si bien esta funcién no es periddica se pueden utilizar series
0 si|z| > 1

de Fourier para realizar aproximaciones en el intervalo [—L, L] por medio de funciones periddicas
de periodo T' = 2L. Por ejemplo sea fr(x) = f(z) si x € [-L,L], y fo(x +2L) = fr(z) Vz. El

desarrollo de Fourier es:

1 & 2sen(nw/L)
fo(z) ~ 7 ; T an/l cos(nma /L)
o bien
f ( ) = 1S€H(TL7T/L) inmz/L
x) ~ -
L 4 L nr/L
La variable discreta w = “* que aparece en los términos de la serie de Fourier se denomina

frecuencia, T es la frecuencia fundamental, y las demds son miltiplos (arménicos) de ésta. El valor
de 5~ indica la cantidad de ciclos periédicos contenidos en un intervalo de longitud unitaria de z.
En el siguiente grafico se muestran los coeficientes de Fourier de f1,(z) en funcién de la frecuencia

w.
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Obsérvese que Lh'm fr(x) = foo(z) = f(x). Como f(z) no es periddica, no se puede desarrollar
— o0

como una serie de Fourier, sin embargo es posible expresarla con la siguiente integral:

R
2
F(@) ~ 1im 2 senw

R—oo Jo ™ w

cos(wzx)dw

o bien

R
1 4
f(z)~ lim [ -=-2¢

e"dw,
R—o0 —R iy w

esto queda justificado en el siguiente teorema:
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Teorema 71 Si f(x) es continua a tramos en todo intervalo finito y tiene derivada a derecha y
a izquierda en todo punto y la integral fjooj |f(z)|dx existe, entonces f(x) se puede representar
mediante una integral de Fourier. En todo punto el valor de la integral de Fourier es el promedio

de los limites laterales de f(x) en ese punto.

f(xz) ~ /000 (A(w) cos(wzx) + B(w)sen(wzx)) dw

donde

o en forma compleja

donde

+oo
F(w) ! / flx)e ™7 dx

:% .

F(w) es la transformada de Fourier de f(x).

Flw) = @(f(z))(w)
flx) = N F(w))w
Fw) < f(2)
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Ejercicio 39 Muestre que:
1. Flw) = M.
2. Si f es par entonces B(w) = 0 (integral de cosenos).
3. Si f es impar entonces A(w) = 0 (integral de senos).
4. La funcién

0 siz<O
flz) = 5 siz=0

e six >0

se puede escribir como la integral

/ COS TW + wsenrw
1+ w?
0
[sug. calcular A(w) y B(w)]

5. La integral
w3senzw T _,
———dw = —e “cosz

4+ w? 2
0

cuando = > 0, ja qué funcién converge la integral anterior cuando =z < 07

1 cuando |z|] <1
6. Sea f(z) =
0 cuando |z| > 1

a) encontrar la transformada de Fourier de f(x).
[Ayuda: F(w) = S(f(2))w) = 55 [ f(a) e " da]

b) representar a f(x) como una integral compleja de Fourier.

[Ayuda: f(z) = V.P.C. [12° F(w) e duw).
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Algunas propiedades de la transformada de Fourier
1L ®(er fr(2) + e2fo(@)) ) = 1B(f1(2)) () + 2®(f2(2))wy  (Linealidad)
2. ©(f*)(2)) () = (10)*(f(2))w)  (Derivadas)
3. O(f(z — €))w) = ¢ “D(f(x))() (Traslacién en tiempo)
4. (e f(2))(w) = P(f(2))w_ey (Traslacién en frecuencia)
5. Si ®(f(2))(w) = F(w) entonces (27 F(x))(w) = f(—w)  (Dualidad)
6. o= [T f(@))? de = [T |F(w)|* dw  (Parseval)

7. O(f % 9)w) = @) ) P(9) (w)

donde f, g, f1 y fo tienen transformada de Fourier y el producto de convolucién:

+oo

f(@) * glz) = / f(w) gz — u) du.

Relaciones entre las transformadas de Fourier y Laplace.

= Si la abscisa de convergencia absoluta de la transformada de Laplace de una funcién f(z) es
a < 0, entonces @(f(2)h(2))(w) = 5= L(f(2))(iw), donde h(z) es la funcién escalén (Heavisi-
de).

» L(f(x))(s) = 2n®(e™ 7" f(x2)h(x))(w) donde s = o0 +iw y o > «, la abscisa de convergencia
absoluta de f(x).

Formula de Inversion Compleja de Laplace

21

1 ~y+ico
ft) = —,V.P.C./ e F(s)ds
Y—1i00
Si F(s) es la transformada de Laplace de una funcién f(¢) la cual es continua a tramos, de orden
exponencial, O(e“?), entonces si f’(t) es continua a tramos, la integral de la férmula de inversién

es convergente sobre la recta Re(s) = v, donde v > «. En todo punto ¢y > 0 la integral converge a

(f(to+) + f(to—))/2, en t = 0 converge a f(0+)/2 y cuando t < 0 tiene valor nulo.
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Ejercicio 40 1. Muestre la relaciones entre las transformadas de Fourier y Laplace, y tuselas

para encontar ®(e~*"h(z))(,) con a > 0.

2. Use la propiead 3 y el ejercicio anterior par encontrar la transformada de Fourier de la funcién
1 cuando |z —2| <1

g(x) =
0 cuando |z —2| > 1

3. Sea h(z) es la funcién escalén (Heaviside), obtenga el producto de convolucién (como se

definié en las propiedades) de h(x) * (zh(x))

4. Utilice la férmula de inversién Compleja de Laplace para antitransformar F(s) = ﬁ
Indique también cémo es f(t) = L71(F(s)) cuando t < 0 [Ayuda: utilice el contorno de

integracién de la figura, el teorema de los residuos y luego haga b — oc]
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Funciones Impulsivas
Bibliografia
s Matemdticas Avanzadas para Ingenieria. James, G.,Pearson Educacién
» The Fourier integral and its applications Papoulis, A. (517.7. P199).
» The fast Fourier transform Brigham, E. O. (A-6.678. Inst. Mat.)

v Cdlculo Avanzado Kaplan, W. (517 K14-2)

Ciertos problemas fisicos llevan a intentar extender el concepto de funciéon de manera que
incluya nuevos objetos matematicos, llamados funciones generalizadas o distribuciones, que difieren
notablemente de las funciones tradicionales. En esta parte del curso se dard una introduccién
intuitiva. Una de las distribuciones més utilizada es la que lleva el nombre de Dirac, impulso o
delta de Dirac, que fue quien la utiliz6 en mecanica cuantica en los anos 1920. Un matematico

francés: L. Schwartz (1915-2002), fue el creador de la Teorfa de Distribuciones en 1948.

Algunos sistemas mecédnicos suelen estar sometidos a una fuerza externa (o a una tensién
eléctrica en el caso de los circutitos eléctricos) de gran magnitud, que solamente actia durante
un tiempo muy corto. Por ejemplo, una descarga elétrica podria caer sobre el ala vibrante de un
avion; a un cuerpo sujeto a un resorte podria darsele un fuerte golpe con un martillo, una pelota
(de beisbol, de golf o de tenis) inicialmente en reposo, podria ser enviada velozmente por los aires
al ser golpeada con violencia con un objeto como un bate de beisbol, un bastén de golf o una

raqueta de tenis. La funcién impulso puede servir como un modelo para tal fuerza.

Otro ejemplo fisico sencillo es el de la densidad de la masa distribuida a lo largo de una recta en
el eje ¢ (también podria considerarse la densidad de carga eléctrica distribuida sobre una recta).
Si p(x) es la densidad, entonces f: p(x)dx deberd dar la masa total en el intervalo [a, b]. Supéngase
ahora toda la masa concentrada en una particula de masa igual a 1, localizada en el origen. Resulta
tentador asignar a fab p(z)dx = 0 si el intervalo [a,b] no contiene al origen y fab plx)dr =1 siel
intervalo [a, b] contiene al origen. Esto conduce a que p(z) = 0 cerca del origen y p(x) no estaria

acotada en = = 0. Esta particular funcion de densidad es la funcion delta de Dirac.

Como se mencind anteriormente un ejemplo también sencillo es el de una particula de masa
m que estd inmoévil y en ¢ = 0 recibe un golpe que la pone en movimiento a velocidad constante
vg. La velocidad v se puede escribir en términos de la funcién escalén h(t) (o de Heaviside),
v(t) = voh(t). De la segunda ley de Newton deducimos la fuerza F' que se ejerce sobre la particula,

F = m% = mwpd(t), donde § es la funcién de Dirac, es decir la fuerza es un impulso, es nula en

88



todo instante, excepto en el instante del golpe. Ademas resulta natural pensar que la derivada del

escalon h(t) es 0(t), en el sentido de las distribuciones.

Definicién 85 La funcion delta 6 de Dirac generalmente se define de una de las siguientes tres

maneras:

1. Por la ecuaciéon
+oo
/5(t)dt:1, S(t) =0 V40

2. Como limite de una sucesién de funciones 6(t) = lim f,(¢) que verifican
n—oo

“+o00
[ fatyat =1t =0 vero

+oo
3. Por la propiedad [ 4(¢) f(t)dt = f(0) donde f(¢) es una funcién arbitraria continua en el

origen.

Las propiedades de la primer definicién no son las usuales de una funcién ordinaria. En realidad
hay que entender que lo importante en la definicion de la funcién de Dirac son sus propiedades, y
que la forma de definirla es a través de sus propiedades y no como uno esta acostumbrado a definir

una funcién ordinaria.

La teoria matematica que justifica estas cuestiones es la Teoria de Distribuciones y corresponde
a la tercer definicién. El concepto de distribuciéon o funcién generalizada T es un proceso de
asignacién a una funcién arbitraria ¢(¢) un nidmero « real o complejo. Es decir, una distribucién

T, es un mapeo:

o(t) 5 a,
T[p(1)] = o,

y este nimero « puede ser un valor de ¢(t) o de sus derivadas para algin t = t, el drea bajo ¢(t)
en algin intervalo o cualquier otra cantidad dependiente ¢(t). Las funciones ¢(t) sobre las cuales
se definen las distribuciones son de variable real ¢ y toman valores reales o complejos y pertenecen
a un espacio con ciertas propiedades como por ejemplo que tienen derivadas de todos los érdenes,
y que se anulan fuera de un intervalo acotado [a, b], o que decrecen rdpidamente a cero (mds répido

que el crecimiento de cualquier potencia t") cuando t — +o0o. Ademds las distribuciones deben
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verificar las propiedades de linealidad y continuidad. Si bien las distribuciones se define sobre
este conjunto de funciones que se denominan funciones de test o prueba, se puede extender su

definicién a un espacio mas amplio de funciones.

= Distribucién asociada a una funcién. A cada funcién f continua a trozos se le asocia

una distribucién T de la siguiente manera

o)™ T ottt
13160 = | 5(0)o(t)

Esta distribucién se define sobre aquellas funciones ¢ para las cuales la integral del segundo
miembro resulta convergente, como por ejemplo para el espacio de funciones que se anulan
fuera de intervelo finito [a, b]. De aqui puede verse a las distribuciones como una generalizacién
de las funciones. Muchas de las propiedades de la integracién de funciones se pueden extender

a las distribuciones.

» La funcién delta de Dirac es una distribucién que asigna a la funcién ¢(¢) el ntimero ¢(0),

(t) > $(0),
3[6(1)] = (0),

donde ¢ es cualquier funcién continua en ¢t = 0. Esta es una distribucién que no se asocia a ninguna

funcién. Si bien se suele escribir con el simbolo integral:

+o0

| sttt = o00)

— 00
no hay que pensarlo como un proceso de integracién ordinario, sin embargo como una extensién
de las distribuciones asociadas a funciones se utiliza el mismo simbolo. Ademds se pueden probar
ciertas propiedades rigurosamente utilizando la teoria o de manera informal con propiedades simi-
lares a la de las integrales. De este modo se pueden realizar cambios de variable, sustituciones e

integracién por partes para demostar las siguientes propiedades:
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Propiedades

Lo 1) ot0) dt = (1)

2. _Jrfoo(s(t) (a1¢1(t) + a2pa(t) ) dt = a1¢1(0) 4 a2¢2(0) (linealidad)

3. d(at) = 5o(t)

1 [ oo =-¢0)

5. +f°°5(n)(t) B(t) dt = (_1)n¢(n) (0)
i ) #(0) si0€a,b]
6. afé(t) P(t) dt = . e

7. 6(f - tl) *(5(?5 — tz) = (5(?5 - tl - tg)

9. Si g es una funcién continua en t = 0, entonces g(¢)d(t) = g(0)d(t)

Ejercicio 41 .
1. Pruebe las propiedades 1 y 2 utilizando propiedades de integrales (cambio de variables).

2. Muestre que si g es una funcién continua en ¢t = 0, entonces g(¢)d(t) es una funcién impulsiva
equivalente a g(0)d(t) [dos distribuciones se consideran iguales cuando tienen el mismo efecto

sobre todas las funciones de prueba].

La funcién delta se puede definir como limite generalizado de funciones ordinarias (corresponde

al segundo punto de la definicién) como por ejemplo

0(t) = lm 7, (¢)

n—oo

con r,(t) = n(h(t) — h(t — 1/n)).

Las propiedades también se pueden probar utilizando sucesiones de funciones que convergen a

0(t). Por ejemplo si en la sucesién anterior hacemos n = %, yt=#0,
h(t) — h(t —
5(t) = lim MO ZRE=2),
e—0 £
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por lo tanto este limite se entiende como la derivada de h(t), y su resultado es d(t). Del mismo

modo se puede decir que la funcién escalén de Heaviside h(t) es una primitiva de la distribucién

de Dirac 6(t).

= Derivada de una distribucién. La derivada en el sentido de las distribuciones se define de

la siguiente manera:

’

o(t) & —T[¢/ (1)),
T'[¢(t)] = ~T[¢/ (1)].

Esta definicién concuerda con la propiedad 3 de la funcién Delta, donde se muestra que 6’ (¢) es
otra distribucién que asigna a cada ¢(t) el valor —¢’(0). También concuerda con la derivacién
de funciones, en el caso de distribuciones asociadas a funciones derivables (integrando por
partes): Th[@(t)] = Ty [p(t)] = —T¢[¢'(t)]. Sin embargo en esta definicién no es necesario que
la funcién sea derivable, por lo tanto este resultado permite extender la nocién de derivada

a funciones continuas a tramos y derivables a tramos.

» Derivada de funciones continuas a tramos. Si f(¢) es continua a tramos y tiene un tinico
punto de discontinuidad en ¢y de tipo salto, entonces siempre se puede escribir a f como la

suma de una funcién continua g mas un escalén,

F(t) =g(t) + (f(tg) — f(tg )h(t — to)

si ademds g es derivable entonces

f'(t)=g'(t) + (f(tg) — f(t5)d(t —to),

en el sentido de las distribuciones. Si la funcién tiene mas discontinuidades se puede genera-

lizar facilmente.

Por ejemplo la funcién f(t) = ¢ h(t) es continua pero segun el Célculo Diferencial no es derivable
en t = 0, sin embargo en el sentido de las distribuciones se puede decir que f’(t) = h(t), entendiendo
a f’ como una distribucién. Del mismo modo se puede decir que la derivada de (1 + t)h(t) es

h(t) +6(1).

= La sucesién de funciones que converge a §(t) no es tinica también pueden elegirse sucesiones
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de funciones suaves:

n 1
ra(t) = 1+ n2t2
r(t) = %6_”2”’2

1 sen?(nt)
T'n (t) = E 7t2

que tienden a §(t) cuando n — oc.

Del mismo modo §'(t) = lii%i [A(t) — 2h(t — €) + h(t — 2¢)] (doblete, con ¢ = L, cuando
n — 00, € = 0).

De manera informal y sin justificar rigurosamente con la Teoria de Distribuciones, es posible
extender las nociones de Transformada de Laplace y Fourier a las funciones generalizadas . Hay que
tener en cuenta que como no son funciones ordinarias, continuas a tramos, de orden exponencial,

algunas propiedades de Laplace no se verifican.

= Transformada de Laplace de una distribucién. Si T es una distribucién y es posible
definir T'[e™*!] para todo s perteneciente a una cierta regién del plano complejo, diremos que

la funcién LT (s) = L{T} = T[e”*'] es la transformada de Laplace de la distribucién 7.

De esta definicién se deduce que la transformada de Laplace de la distribucién asociada a la

funcién f(t)h(t) corresponde a la transformada de Laplace (ordinaria) de f(t), es decir

LT1(s) = £L®) ) = F(5) = | T et f (1)t

0

o0

Tener en cuenta que L£T.5(s) no es lo mismo que LTf(s) = [ —st f(t)dt, pues esta dltima

e
— 00

integral puede no tener sentido y resultar divergente para todo s. Es decir la transformada de
Laplace en el sentido de las distribuciones y la definiciéon de la transformada para funciones

ordinarias coinciden cuando la funcién f(¢) se anula cuando ¢t < 0.

» Transformada de Laplace de un impulso unitario:

oo

cesen = |

— 00

(o)
e *§(t)dt = / e S§(t)dt = e = 1,
0
hay que pensarlo en el sentido de las distribuciones y no como una integral ordinaria. Del
mismo modo

L{5'(t)} = /_Oo e S8 (t)dt = — %e—st
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aqui no tendria sentido aplicar la propiedad de Laplace de L{f'(t)} = sL{f(¢)}— f(0) pues no
ha sido demostrada para funciones generalizadas y §(0) no estd definido. Tampoco se verifica
la condiciéon que cumplen las transformadas de funciones de orden exponecial, continuas a

tramos, que tienen limite nulo cuando s tiende a 0o sobre el eje real positivo. Se puede probar

que L{T'} = sL{T}.

Tabla de transformadas de Laplace (para distribuciones)

[t e Fls)
e f(t)y <+ F(s—a)
f@ e s"F(s)
flt—a) << e *F(s)

5(t) > 1

h(t) - i
t"h(t) &
e*h(t) <+ b

sent h(t) <+« ﬁ
cost h(t) < ST

= Transformada de Fourier de las funciones escalén y impulso unitario: En general
las funciones 1,z, 2?2, ..., no tienen transformada de Fourier como se definié para funciones

ordinarias (no existe fj;: |f|dx), sin embargo si tienen desde el enfoque de distribuciones.

Algunos ejemplos donde intervienen funciones impulsivas:

() = o

pues 5 fj;o §(x) e ™ dx = 3=6[e~"*] = ;L. Ademds por la propiedad de dualidad ®~!(§(w)) (5) =

gl

QWi =1 es decir:

D(1) () = (w)

Usando teoria de variable compleja es posible probar que:

94



™ x>0
L)y = VP.C [T Leiwrgy = onh(z) —m =4 0 2=0

oo

-1 <0

Luego = = ®(2rh(z) — ) () = P(27h(x)) () — 7(w), por lo tanto

1 1
(h(z))(w) = riw T 55(1”)
En forma similar
1 1
P(cos(wox))(w) = ié(w —wp) + ié(w + wp)
1 1
P(sen(wox))(w)y = %(5(11) —wp) — %5(10 + wo)

Ejercicio 42 1. Sea f(t) = 0 para ¢t < 0, f(t) = 3 —t para ¢t > 0. Sea g(t) = cost para
—m <t <, g(t) =0 para el resto. Evalie utilizando funcién escalén, funciones impulsivas,

y propiedades (en el sentido de las distribuciones):

a) 5f'(t) +29'(t)

b) f"(t)

c) g(t)o(t —1)

d) 2 f)o'(t —1)dt
e) L{f"(1))}s)

2. Sea f(t) = e'h(t). Discuta sobre diferencias entre L{f’(t))} segtn las distribuciones y segiin

la definicién de transformada de Laplace para funciones ordinarias

3. Aplique transformada de Laplace y resuelva la siguiente ecuacién diferencial: y'(t) + y(t) =

5(t)

4. Aplique transformada de Laplace para encontrar la solucién cuando ¢t > 0 de la ecuacién

diferencial: y/(t) + y(t) = 0, con y(0) = 1.
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Transformada Z

s Matemdticas Avanzadas para Ingenieria. James, G.,Pearson Educacién
= Digital signal processing. Oppenheim, Alan V. (621.381958. Op5).
= Discrete-time signal processing. Oppenheim, Alan V.; Schafer, Ronald W. (621.38043. Op5)

» Signals & Systems. Oppenheim, Alan V.; Willsky, Alan S.; Nawab, S. Hamid. (621.38043.
Op5-1)

La transformada de Lapalce puede ser considerada como una generalizacion de la transformada
de Fourier, ambas se aplican sobre conjuntos de funciones que estdn definidas sobre RT™ y R
respectivamente, y cumplen un rol muy importante en la resolucién de ecuaciones diferenciales.
La transformada Z, en forma similar se aplica sobre otros objetos matematicos que son sucesiones
y permite resolver ecuaciones a diferencia. Trabajaremos con sucesiones reales y complejas cuyo

dominio son los nimeros enteros (Z), es decir x,, es una sucesién de Z — C, o de Z — R.

Definicién 86 Sean x,, e y, dos sucesiones y o € C, en base a la suma y producto de nimeros
complejos, se pueden definir las siguientes operaciones con sucesiones :

Suma: ( 4+ Y)n = Tn, + Yn

Producto: (z.y)n = Tn.Yn

Multiplicacidn por constantes: (ax), = a.xy,

Corrimiento: T, = Yp—n,, para no € Z
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Algunos ejemplos de sucesiones comunmente utilizadas

Impulso

0 n#0
Op = 7
1 n=
Escalén unitario
1 n>0
Uy =
0 n<O
Exponencial
x, = Aa",

Ay «a pueden ser reales o complejos.

Definicién 87 La transformada Z de una sucesion x, se define como la siguiente serie de poten-

cias
X(2) = Z(x,) = an 27"
— 00

El conjunto de valores z para los cuales converge se llama region de convergencia (anillos centrados

en el origen)

Ejercicio 43 Muestre utilizando la definicién y suma de series geométricas que:

= Z(a"u,) = -, con regién de convergencia |z| > |a].

» Z(—a"u_n_1) = 7%, con regién de convergencia |z| < |a].
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Propiedades de la regién de convergencia
= La regién de convergencia es un anillo o disco centrado en el origen
» La regién de convergencia no puede contener singularidades de X (z).

= Si z,, tiene un numero finito de términos no nulos, la regién de convergencia es todo el plano

excepto z =00 z = o0.

Algunas propiedades de la Transformada Z

Consideremos los siguientes pares de transformadas Z con su correspondiente regiones de con-

vergencia

1. Linealidad

ax,+ By, +— aX((2)+pY(2)
la regién de convergencia es al menos R, N R, (puede ser mayor).

2. Corrimiento

Tk < 27FX(2)
la regién de convergencia es R, excepto 2z =0si k > 0,0 z =00si k < 0.

3. Multiplicaciéon por exponenciales

n

a"x, +— X(z/a)

la regién de convergencia es || R,.
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4. Diferenciacién

dX(z)
nNT, — —z27p

R excepto posible inclusién o exclusién de z = 0.

5. Inversién de sentido

la regién de convergencia es 1/R,,.

6. Convolucién de sucesiones

0
Tp *Yn = § Tk Yn—k

k=—o00

Tnxyn +— X(2)Y(2)

la regién de convergencia es por lo menos la interseccién R, N Ry.

Ejercicio 44 .

1. Muestre la propiedad 2.

2. Utilizando la definicién y propiedades encuentre la transformada Z de cada una de las si-

guientes sucesiones, y su respectiva regién de convergencia:
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a¥ 0<n<4
e)

0  en caso contrario
3. Encuentre la sucesién z,, que tenga como transformada Z :

a) X(z)=(1+22)(1+327H)(1 - 271 z # 0.

b) X(2) =e* +ex z # 0.

Transformada Z unilatera

Definicién 88 La transformada Z unildtera de una sucesion x, se define como la siguiente serie

de potencias
X(z) =2, (zn) = Zazn z "
n=0

la region de convergencia es el exterior de un circulo centrado en el origen, |z| > r.

El principal uso de esta transformada es el analisis de ecuaciones a diferencias con coeficientes
constantes.
La transformada Z unildtera tiene las mismas propiedades de las transformada Z enunciadas

anteriormente a excepcién de ciertos cambios en la propiedad 2 y 6 como se detalla a continuacién:

2. Corrimiento

Para k >0
Tpop +— 2 FX(2) 4z b 2 oy,
Tpyt — 2FX(2)—woF — —mp 02— 2
la regién de convergencia es R, excepto z =0. Para k =1

Tpo1 — 27'X(2)+x1

Tpt1 — 2X(2)—x02
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6. Convolucion de sucesiones

n
Tp * Yn = E Tp Yn—k
k=0

T xyn — X(2)Y(2)

la regién de convergencia es por lo menos la interseccién R, N Ry.

Ejercicio 45 Muestre la propiedad 2, para el caso particular de k = 2.

Transformada inversa.

Por ser una serie de potencias, en cada regiéon de convergencia, la transformada inversa es
Unica, pues la representacion de funciones analiticas en series de potencias es tnica. La obtencién
de la transformada inversa, es decir la sucesion que forman los coeficientes de la serie de potencias,
puede realizarse por el método de inspeccién, aplicando propiedades y la tabla de Transformadas
Z. Es muy comun tener que antitransformar un cociente de polinomios, en este caso es conveniente

realizar una descomposicion en fracciones, expresando previamente como cociente de polinomios de

1
l—az—1"

Como # = -Z, resulta cémodo

variable 27!, pues generalmente en las tablas figura

X(z)

también expandir en fracciones =

y luego multiplicar por z. Otra forma de obtener la sucecion
es desarrollando la serie de Laurent. Se pueden utilizar las expresiones integrales del teorema de
Laurent y resolverlas por residuos.

Ejemplo: Sea X(z) = ;== en la regién [2| > 2.

. . . X
Si expandimos en fracciones %z) =1 L

z—2 z—17

entonces

z z

z—2 z-=1

X(z) =

de aqui, por tabla, es facil ver que z, = (2" — 1)u,. También se puede desarrollar en serie de

Laurent (como suma de dos series gemétricas de raznes % y %)

X(2) = i (i)n - i (i)n _ i (2"~ 1)z, cuando |2| > 2,

n=0 n=0
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de donde se ve claramente que x,, = (2" — 1)uy,.

-1

De otra manera X (z) = GG=T) — 0= na= D)

Si hacemos la sustitucién s = 27!, y desarrollamos en fracciones:

s _ %S _ % n 1
(1—25)(1—5)_(3—% s—1) s—3 s—1
ahora volviendo a z~!
X() = -3 !
() = _z*l—%_‘_z*l—l
1 1

1—221 1—2-1

de donde nuevamente es facil ver que es la transformada Z de x,, = (2" — 1)u,.

Ejercicio 46 .

1. Use desarrollo en series de potencias (Laurent) o descomposicién en fracciones para anti-

transformar:
a) X(z) = 1+%1z,1 2| > 3.
b) X(z) = . 2] < 3.
1—1z-
¢) X(2) = 1+§§72 2] > 3.

2. Resolver la siguiente ecuacién a diferencia. Es decir se debe encontrar la sucesién y,, para

n > 0, sabiendo que y_; = 1 y que verifica la siguiente ecuacién

1
UYn — §yn_1 =1 paran >0.

4. Dada la siguiente ecuacién a diferencia: vy, + 3yn,—1 = z%un

a) Encuentre todas las posibles sucesiones y, que la verifican para todo n entero.

b) Encuentre una solucién particular y,, para n > 0, sabiendo que y_; = 1.
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FUNCIONESDE VARIABLE COMPLEJA

Propiedades de la Transfor mada—Z

Propiedad Dominio—n Dominio-z ROC (region de convergencia)
Notacion X[n] X(2) ROC:r, <[z <r,
x[n] X\(2) ROC,
x[n] X{2) ROC,
Linealidad a, x,[n] +a,x,[n] a X (2 +a, X2 Por lo menos ROC, n ROC,
Desplazamiento  x[n—K] Z“X(2) Lamismaque lade X(2),
temporal exceptoz=0,s k>0,y z=oo
s k<O.
Escaladoenel  a'x[n] X(a™2) lalr, <|Z < |alr,
dominio z
Inversion de X[—n] X(ZY) 1/ROC
tiempo
Conjugacion X[n] X(2) ROC
Parte Real Re{x[n]} YX(2) + X (Z)] Incluye ROC
Parte Imaginaria  Im{x[n]} YAX(2) — X (2)] Incluye ROC
. L dX(2)
Diferenciacionen n x[n] —Z & r,<l|g<r,
el dominio z
Convolucion x,[n]*x,[n] X(2) X(2) Contiene ROC, n ROC,.
Correlacion B (=X %[=0] R (2) = X,(2)X,(z™")  Por lo menos lainterseccion

delasROC de X,(2) y X,(ZY).

Teorema del valor
inicial

Si X[n] es causal

x[0] = lim X(2)

2300

Multiplicacion

x,[n] x[n]

1 _
2—nj§c X1 (V) X, (Z)vtav

Por 1o menos
r <lg<r, . r

1m|’nr2m|’n 1méx = 2max

Relacién de
Parseval

3 x[rlXs[n] = 2—71”.550 X, (V)X ()vdv




FUNCIONESDE VARIABLE COMPLEJA

Algunos par es transfor mados de uso frecuente.

Sucesion Transformada Region de convergencia
o[n] 1 Todo z
u[n] 1 Iz>1
1-7*
—U[-n-1] 1 Iz <1
1-z"
o[n—m] z" Todo zexcepto 0 (s m>0) o
o (8 m<0)
a u[n] 1 |2l > |a
1-az™
—a" u[-n-1] 1 Iz < |al
1-az™
na'u[n] az* 12 > [a]
(1)’
—na’ u[-n-1] az’ |2 < [l
(-a?)’
[cos o,n] u[n] 1-coswyz ! IZ>1

1-2c0swyz t+272

[sen w,n] u[n] sen o,z l4>1
1-2coswgz * + 272

[r"cos w,n] u[n] 1-rcoswyz |2 >r
1-2rcoswgy z * +r2z72

[r" sen o,n] u[n] rsenmgz’ l7>1
1-2rcoswgy z * +r%z72

a",  0<n<N-1 1-az™" IZ>0
0, €en caso contrario. 1-azt




O Teorema ODefinici()n “y” légico “0” logico

Goyv| [imRe(z,)=x
[ Z, es convergente @[ }g&z =z=Xx+1y ‘ lim Im(z ) y
[ liigz,7 = ]<:::>[ ,111_1;2|Z |_ } 11m|z |—|Z| ]

o0 o0
o0
z_ ~ converge Z|Z | converge
[ z " g - " g Zzn converge absolutamente
n=

n=1

-
i|zn| diverge ZZ,, diverge }

n=l1 n=1

-

o0
[ Z z, converge condicionalmente

n=l1
\
|fn(z)|£an Vn VzeM .
S Z f,(z) converge uniformemente en M
Z a, converge i
n=l1

J

~N

. f(z):;an (z-2z,)" en |Z—ZO|<R

[ f(z) analitica en |z - ZO| <R

g con a, = f"(z,)/n!
p
[ S(z) analitica en |z—zo|<R W S(Z):Zan (z=z,)" en|z—z|<R ]
N q n=0
0 n—1
Y a,(z-z,)" converge uniformemente (@)= na,(z-z)
n=0

en |Z—ZO|SR1 <R

-z, )n dz

¢ €S una curva en |z—z |<R
f(z) analitica en f(2)= Za z-z, +Z '
R1<|Z—ZO|<R2 .@’ n=1 Z Zo)

en R <|z ZO|<R2




O Teorema ODefinicién @ “y” légico “0” légico

[ z, es un cero de orden m de f(z)

[ z, esun punto singular aislado de f'(z)

&

Uz

0=1(z)=1"(z) == f""(2)

" (z)#0

f(z)=(z-2z,)"g(z) g analitica
en z, g(z,)#0

f(z) no es analitica en z,

pero es analitica en 0 < |z zo| <R,

f@)=Xa, (-2, )+

:Mg

bn
=1 (Z_ZO )”
(N —

Parte Principal

b,=Res(f(z)) es el residuo de en z,

en 0<|Z—ZO|<R2

En todo entorno de z,, f'alcanza

(infinitas veces) todo valor finito, con una

59>

unica posible excepcion.

ol

z, es punto singular esencial def(z) < infinitosh, #0 < no existe lim f(z)

~N

zz,

Vs

(&

z, es punto singular evitable def(z) < b, =0 Vn

& existe lim f(z2)

Z—)ZU

>

Vs

z, es punto singular polo def(z)< b, #0, b, =0, Vn>m < lim f(z)=0

zz

_ D(2) . m-1
f(z)= m , @ analitica en z, L lim o [(z —z)" f (z)]
D(z,)#0 o

fanalitica sobre y dentro de una curva
cerrada simple c, orientada positiva, excepto

en un numero finito de puntos z; interiores a ¢

J

. I jc f(2)dz= 2m§: RZkes( f(2))

Una idea de Gonzalo Acosta & Nicolas Garcia




Funcidn de variable Compleja O Teorema ODefinicién “” 16gico “o” 16gico

f(z)=u(x,y)+iv(x,y)

Z, un punto del plano

A A
[ f analitica en Z; >‘ f derivable en 7 @ f continua en Z,
J )
f derivable en (&) ’@ u,V continuas en Z, }
Z, vy su entorno
enz,

Uy, Uy, Vv, Y,

definidas en un entorno Uy Vdiferenciables en z, ]

y continuas en £

)

@\

D dominio (abiertoy conexo), Ccurva cerrada simple en D, orient.+, Z, punto interiora C
f analiticaen D [ f deri [ f continua en D ] \
erivableen D |} »

f tiene primitiva F en D

u,v armoénicasen D ]

f continuay
j f(z)dz=0, Vcc D
f 'analiticaen D ] “f

J. f@iz=F[ 1@z (D muitconero) f continua e integral independiente de la curva

[*f(2)d 2F(z,)-F(z)

ot : DsC dominio simplemente conexo :

f analitica en Dsc

f derivable en Dsc ]
n _n! f(2)
) _2_7riL (z—zo)”*1
@‘ fcontmua en Dsc ]

f tiene primitiva F en DsC

, f (z2)dz =0, Yc < Dsc
["f(@d 2F(z)-F(2)

[ f analitica y acotada en todo el plano @[ f es constante } :

*
*

Una idea de Gonzalo Acosta & Nicolas Garcia
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