Funciones de Variable Compleja

Clase 40, 29 de noviembre de 2019

Ejercicio 1: Considere las distribuciones: S[¢(x)]=¢(0) y T; [¢(x)]=of f (X)p(x)dx

2 |x|<1 ., , 1 x>0 ,
Sea ¢(x) = 9 , ¥ la funcion escalon h(x) = , evalle:
0 [x>1 0 x<0

a) 5[p(¥)]=
b) T, [¢(X)] =

C) T S(x=1)g(x)dx =
Ejercicio 2:

1 S—1
)£ (s_ﬂj(t) ) b) [(a(t_l))@) -

Transformada Zeta Unilatera
e Definicion:
ZZ{(Xn)z X(Z) :%an_n ’

es una serie de potencias negativas. Por lo tanto X (z) es una funcion analitica en
el exterior de un circulo centrado en el origen.

Si xn es causal (es decir se anula para los n negativos) la transformada zeta
unilatera y bilatera coinciden.

¢ La propiedad de traslacion para k >0

<, (k)= 7X@+ 32 Xz

e Resolucion de ecuaciones a diferencias:

En forma similar a la aplicacion de Transformada de Laplace para resolver ecuaciones
diferencial, con transformada Zeta podemos resolver ecuaciones “a diferencias”.

Lo aplicaremos a ecuaciones o0 un sistema de ecuaciones donde la incognita es una
sucesion o un conjunto de sucesiones. Son ecuaciones lineales, con coeficientes
constantes, donde aparecen sucesiones y corrimientos de sucesiones.

Estas ecuaciones a diferencias pueden aparecer en problemas donde se han
“discretizado” ecuaciones diferenciales, aproximando las derivadas con los incrementos



o “diferencias”. Como cuando se convierten modelos analdgicos en modelos digitales.
También aparecen en aplicaciones que son netamente discretas.

Ejemplo: Encuentre la sucesion vy, que verifique:

ya=-1
1
yn—EyM:l n>0
. _ 1
se puede resolver recursivamente: Yy, =1+ 5 Y1 luego
_1 _> _13
yo—zi Y1—4a Y2—81

Esta ecuacion también se puede resolver en forma cerrada usando transformada Zeta.
Como tiene condicion inicial se resuelve con transformada Zeta unilatera, pues vale
para n>0.

¢ Recordar la propiedad de traslacion para k >0

<, (k) =2 K@)+ 32 Xz

por ejemplo < (x,1)=2"X(2) + X,

Luego,
ZZZ (yn - % ynlj = Zu (1)

2, 00) 52 1) = 2, (1)

Y(z)—%[z‘lY(z)erl]: - |z| >1
1
_ 1 __ 2
Y(2)= (1_%2_1)(1_2_1) 1_%271
Y(2) = 1_%(1_2_1) = 22241

para resolver utilizando la tabla, conviene realizar el siguiente paso:

Y@ 5e+) A B
z (z—%)(z—l) z—% z-1
3
_T2 . 2



3

+
1-2z7% 1-27

luego por tabla, para |z|>1y n>0
Ya=<, (Y(2)= —%Gjnun +2u,

1 n+l
= (2‘3@ Un
(observar que este resultado es directo y no recursivo como el anterior)

1 - si z#0.
1-z7%t z-1

Ejercicio: Transformada Zeta. Sea X (z) =

Puede antitransformarse con una “division larga”
z | z-1

—~(z-1) vzt 4

|z| >1
Zfl
_(2_1 B Z—z)
Z—Z
Ordenando los coeficientes en sentido inverso:
z | —1+2
—(z—zz) B S AR
Z2
_(Zz _ 23)
|z| <1
Z3
_(23 _ 24)
Z4
_ %z(z+1) %zz+%z
De esta forma podemos antitransformar: Y (z) = =—




1,2, 1 2 3 1
527+ ‘ 2" —J1+5
1.2 3 1 5_-1,13_-2 b6 29_-3
(EZ ZZ+Z) T AE = A s A
1
273
5 15 5_-1
(Zz R )
13 5_-1
T8
13 39 —1 13 -2
(8 167 167 )
29 _— 13 _ -
2, 1——2 2

Ejemplo: Circuito muestreado

_——(muestreo en intervalos uniformes T)

WIS,W i (N Usando
+L J_ (t) + transformada i
de & O_J-IL T Y _ V" Laplace  se -~
obtuvo  que:

1
v(t) = E,(1—¢ ¢ )h(t)

Para RC =10seg, E, =5voltsy T =1seg, encuentre:

a)

b)

d)

........
.
eo®®
.®
.
.

La sucesion de valores: Vo, Vi, V2, V3,

o ol
v, =v(nT)=E,(l—-e RC )=5(1-e"")

{0 0.4758 0.9063 1.2959 1.6484 ...}

+00 —in
St—nT)v(t) dt =5, [v(t)]=v(nT)=v, =E,(1—e RC T) —5(1—e 01"
a-m [V(D)]

1
V(t)S(t—nT)=v(nT)S(t-nT)=E,(1- e RS )3t —nT)=51-e"")s5(t—nT)

Sumatoria de

v(t) =S v(t)s(t—nT) =SV, 5t —nT)

impulsos il ' ‘ ‘



e) V(S)=.[(v(t)):%_ E,b, 5 5

si 1 s s+01
RC
1 1 5 5
f V(2)=< (v,)=E -E = -
) () (n) 01—271 0 T 1_271 1_6—0.12—1

1-e RCz1

Los polos de V(s) Yy de V(z)estan relacionados por la transformacion Exponencial:
z=¢

Teorema del Valor Final en Transformada de Laplace
limv(t) = limsV(s) =

t—o0 s—0

Teorema del VValor Final en Transformada Zeta

n—o0

limv, = liml-z)WV(z) =
-1

Siempre que los polos de (1-z')V(z) estén dentro del circulo unitario:
limv, =lim@-z )V (z)
-1

nN—o0 z



