Funciones de Variable Compleja

Clase 39, 27 de noviembre de 2019.
1 |x|<1
0 |x>1
integral de Fourier y grafique su espectro en frecuencias

Ejercicio 1: Sea: f(x):{ , encuentre su transformada de Fourier, y exprese a f como una

10 |x-3<1

, Y h(x) la funcién escalon. (observe que g(x)=10f(x-3))
0 |x-3>1

Ejercicio 2: Sea g(x) ={

Encuentre, si existen, las siguientes transformadas (use definicion, el resultado del ejercicio 1 y
propiedades):

(9(¥)y, = () =
) - lfer) oL
cD(e h(X))(W) = 2ﬁ£(e )(s:iw)  2z(iw+1)

o(e™f(x)) =

( )(W)

o(e?™f(x+3)) =
( )(W)

Series de Fourier como espacios vectoriales

Recordemos que una serie de Fourier, se puede pensar como un espacio vectorial, donde a la sefial se

la describe a través de una base, donde cada componente corresponde a una frecuencia. Pero la base
puede estar formada por otros vectores (funciones) como por ejemplo polinomios

Por ejemplo, consideremos el intervalo [0,1] y el conjunto {ay,hb, +b; x} . Este conjunto tiene dos

vectores, los cuales son funciones definidas en ese intervalo, donde el primer vector corresponde a
frecuencia cero y el segundo a frecuencia angular 1. Dicho conjunto:

a) Encuentre los coeficientes a,,b, y b para que sean ortonormales en [0,1]

b) Si queremos aproximar x> el intervalo [0,1], mediante la combinacion e;.(ag),+a,.(by +b, X),
¢como debemos elegir los coeficienteseyy «, para que el error medio cuadratico sea minimo?

Generalizando, si queremos aproximar una funcién f (x) con una combinacion lineal de los vectores
de un conjunto ortonormal {¢,(x)}, es decir la aproximacion es S(x) =Y a,#,(x), ¢como elegimos los
coeficientes para que el error sea minimo?

Definamos el vector error e(x) =S(x) - f(x), y tratemos que se minima su norma [e(x)| = /(e(x),e(x))

el = iII(S(X) = £09)" dx=(S(x) ~ £ (x), S () = F () = (T tndhn () — f (x), Zetnthn () — f (X))

a

= (£ 00, () = X 20, (¢ (), £ () + 2 2000t (¢ (X), 60 (0)) + Z e (64 (), 8 (X))

n=m

=[O0~ Z2a, (4, (0, f (0) + Zay”

Completando cuadrados:



JeCOI? =] £ OO|° + 2 (@ = (¢ (), F(0)? = X (X, F(0))°

De donde se observa que el error es minimo cuando «, =(4,(x), f (x))=c, , los coeficientes son los de
Fourier, ||e(x)||2 =| f (x)||2 —>c,? . Es decir las sumas parciales de una serie de Fourier son las mejores

aproximaciones, en el sentido de minimizar la integral T(S(x) - f(x))2 dx = T(Zanqﬁn (x) - f(x))2 dx ,

minimiza el error medio cuadratico. Si volvemos al ejercicio planteado, usando las formulas para los
dos primeros términos del desarrollo de Fourier, es la mejor aproximacion de x? en el intervalo [0,1].

Si el error tiende a cero cuando n tiende intinito
lim [e() =0=|f (x)| —Sc,2 , se obtiene la identidad de Parseval:
Nn—oo

b , =
[fFdx = f | =2¢,

Ejercicio 3:
a) Muestre que si f tiene un cero de orden m en zo, entonces % tiene un polo simple en zo,

calcule su residuo
b) Muestre que si f tiene un polo de orden m en zo, entonces % tiene un polo simple en zo,

calcule su residuo

Ejercicio 4 (pag.74, €]j.35.1) Demostracion del Teorema 69 (Principio de Variacion del Argumento):
Sea f una funcion analitica sobre y dentro de una curva cerrada simple C, excepto en un nimero
finito de polos interiores a C. Suponga ademas que f no tiene ceros sobre C (pero si pueden haber

ceros en el interior de C)

a) Muestre, usando parametrizacion (genérica) que :

1 ('@, _ 1
Z_MJﬁdz =5 Ac arg f (z)
Cc

Solucién: Dada la curva simple C, consideremos su parametrizacion:
C:z@)=x(t)+iy(t) a<gt<h,
Z'(t) =x'(t) +iy'()
Por lo tanto reemplazando en la integral:
b

1 J Mg, 1 J RACIQ)
271 ) () 24i) f()
Cc a

Una parametrizacion de la curva imagen (que ya puede no ser simple) sera:



w(t) = f(z(t)) a<t<b,
wi(t) = f'(z(1)z'(t)
Y sea ¢(t), el argumento de w(t), medido en forma continua sobre todo el intervalo [a,b],
considerando todas las vueltas necesarias. Por lo tanto:

b
Jf(z(t» Wt JL(t)dt_
27i | f(z(t)) 271 ) w(t)

IW(a)I =|w(b)|

¢(b) ¢(a) 1 = Acarg f(2) Pues:
o

(@) 4,

b) Siga los siguiente pasos para resolver por residuos la integral J e )

e Encuentre todos los puntos singulares de : ((z)) dentro de la curva C

e Apligue el teorema de los residuos, el ejercicio 5 y muestre que J ];((ZZ)) dz=

Por lo tanto se ha demostrado que: ZLAC arg f(z2)=Z2-P
T

Ejercicio 1: Grafique la funcién fn(x)zn{h(x)—h(x—%)} para n=1, 2,3
Luego evalue:
lim f, (x)= [ f,(x)dx =
n—o .

Funciones Impulsivas

e Funcidn delta de Dirac (3 definiciones)

1. Usando propiedades necesarias: §(x)=0, Vx=#0y [ 5(x)dx=1.

—0

¢existe alguna funcion que cumpla esto?
2. Planteo como limite de sucesiones

o(x)=lim f, (x),

donde: T f,(x)dx=1y lim f (x)=0 Vx#0;
n—o0

por ejemplo usando la funcion escalon f,(x) = n[h(x) —h(x —%)}

3. Distribuciones

S[#()]=¢(0).



Se suele escribir como una integral: S[¢(x)]= j S(X)g(x)dx = ¢(0), porque cumple con
muchas propiedades de integrales pero no es una integral, pues a una funcién f se le puede

asociar la distribucion Tr considerando la integral: T; [¢(x)]:of f (X)¢(x)dx, siempre que

—00

resulte convergente.
Ejercicio 2: Considere las distribuciones: 5[¢(x)]=4(0) y T¢[¢(X)]= Ojo f (X)@(x)dx

2 |x<1

Sea ¢(x) :{o X/>1

., , 1 x>0 3
, ¥ la funcion escalon h(x) :{ , evalle:
0 x<0

a) J[p(¥)]=
b) T, [¢(X)] =

c) [ S(x-Dg(x)dx =
Ejercicio 3: Calcule: I e S(t)dt=e* =1
Ejercicio 4: Grafique el espectro en frecuencias de §(x) . [sug. encuentre su transformada de Fourier]
@(5(x))(w) = 2i , el espectro en frecuencia de un impulso es constante para todas las frecuencias.
T

e Propiedades de funciones impulsivas:

L ] 60— x)d ()0 = $(x))

2. [ 8009000 =—¢0)

3 d (h(x))
dx

=0(x)

4. F(x)5(x) = f(0)5(x)
 Funciones derivables a tramos: sea f(x)=(x+2)h(x)

Si derivamos con la definicion ordinaria de derivadas:

1 x>0
f'(x)=qnoexiste x=0 =  f'(X)=h(x)
0 x<0

Si tenemos en cuenta el sentido de las distribuciones:



f'(x) =h(x) +(x+2)5(x) =h(x) +(2)5(x)
=h(x) +26(x)

Al derivar no se pierde la informacion del salto en x=0

Extendiendo la definicién de Transformada de Laplace a las distribuciones:

Ofe-st f (t)dt = T e~h(t) f (t)dt =T, [e-ﬂ
0

—00

es decir £(T,) =T, [e™]

(s)

L(5@1))

o= 5[e‘“] = _[e‘S‘ f(t)dt = Ie‘5‘5(t)dt =e™® =1 observar que no tiende a cero cuando
0 —0

S—o0 (observar la nueva tabla de propiedades y transformadas en la guia, pag. 94)

1
d)(&(x))(w) =
El espectro en frecuencia de un impulso es constante para todas las frecuencias.

¢Cudl seria la Transformada de Laplace de f'(x)? Derivando como funcion ordinaria o en el

sentido de las distribuciones? ¢ sF(s) ? ¢ sF(s)— f(0") ?¢ sF(s)—f(07)?

Ejercicio 3:
a) fl(s—_lj = e) [(i(th(t—l))j =
® dt

s+1 )
derivando como funcién ordinaria

b) [(5(t—1))(s) =
f) [(%(th(t—l))) =

(s)
derivando como distribucién

) £(ht-1)), =

d) £ (th(t-1)), = ’
9) él(a(th(t—l))j =s/(th(t-1)) ?

(s)

Ejercicio 4: Encuentre la regién de convergencia y su funcion suma:

a) iz‘” d) _Zl—a”z‘n



Transformada Zeta
e Definicion:
Z (%)= X(z):ixnz’n :

es una serie de potencias. Por lo tanto X (z) es una funcion analitica en una region anular centrada
en el origen (forma de anillo). El radio menor puede ser cero y el radio mayor pude ser infinito.

e Sucesiones tipicas

a) Impulso: § —{0 n=0
""" 1 n=0

. 0 n<O
b) Escalon: u, = =
1 n=0

e Ejercicio 5: usar la definicion (recordar sumas geomeétricas)

Z(8,)= < (uy)=

e Ejercicio 6: usar la definicion (recordar sumas geométricas)
-1 1
Z(Sn un ) = Z {]-].—IJ =

Recordar definicion: < (x,)=X(z)= ixnz‘” , Y region de convergencia

e Algunas Propiedades:
1. Linealidad < (ax, + BY,)=aX(2)+ BY(z)

2. Traslacion < (x, )=z "X (2)

Transformada Zeta Unilatera
e Definicion:

Z (Xn)= X(Z)zixnz*”,
0

u

es una serie de potencias negativas. Por lo tanto X (z) es una funcion analitica en el exterior de

un circulo centrado en el origen.

Si xn es causal (es decir se anula para los n negativos) la transformada zeta unilatera y bilatera
coinciden.

e La propiedad de traslacion para k >0

ZZ[ (Xn_k ) =77Kx (2) + X_lz—k+1 I X_k+1z_l X,



