Funciones de Variable Compleja

Clase 37, 20 de noviembre de 2019.

Ejercicio 1: Dada una funcion f(t) que corresponde a datos temporales (t es el tiempo) medidos por

un sensor de temperatura, considere los siguientes puntos:
¢CAmo se podria calcular el valor medio de una funcion f(t) en un intervalo [0, T]? (suavizar, filtrar

ruido)

~+00
¢Como se podria definir a la funcion g(t,u) para que la integral [ f(u)g(t,u)du corresponda al valor

—00

medio de f(t) en ultimo intervalo de T segundos?
¢cémo se puede calcular un promedio ponderado, dandole mas prioridad o peso a los valores mas
recientes? (por ejemplo con un decaimiento exponencial g(t)=e™ , Y(s)=G(s)F(s))

~+00
Convolucion Gréfica: (f*g)(t) = [ f(u)g(t—u)du

Cuando las funciones son “causales”, esto es que son nulas para t <0, esta definicion coincide con la

vista para Laplace: (f*g),, =Jo f(u)g(t-u)du.

Ejercicio 2: Considere las funciones f (t)=(2—t)(h(t)—h(t—-2)) y g(t) =h(t)-h(t-2)

a) grafique: f(u), g(-u),g@-u),g(B-u), g5-u) Resultado:
b) interprete graficamente el efecto de variar t en g(t—u) 0 t<0
, -z . 2
c) Evalde la conyolumon cuando: 2_(t—2) 0<ted
. t<O0 (f*q), =
ii. 0O<t<2 Iy ny
(t-4)
jii.  2<t<4 5 <t
iv. t>4 0 4<t

Podemos interpretar a la convolucién entre estas dos funciones,

como un calculo de area de la funcidn f, en el intervalo previo a t de longitud 2. La convolucion es

conmutativa, ¢qué interpretacion le dariamos a (g > f )(t) ?

Ecuaciones diferenciales:

f=cte. M

Ejemplo de un sistema mecanico. 2da ley de Newton. X
Sea v(t)=x'(t), y la fuerza de rozamiento f,, =—bv(t). Resolver la ecuacion diferencial lineal con

coeficientes constantes y con condiciones iniciales usando Transformada de Laplace:
Mv'(t) = f —v(t)b
v(0)=v,
v(t)=? parat>0

(Observar valor final e inicial y sus respectivos teoremas)
Si la fueza no es constante y genérica, escriba la solucién como una convolucion.



Ejercicio: Grafique el espectro en frecuencias de f (x) =sen?(x) =%—%cos(2x)

Si —z <Arg(w) <, ¢ DOnde es analitica Log(1—iz) =In|1-iz|+i Arg(l—iz)?

[Sugerencia: use la transformacion w=1—iz o su inversa z =—i+iw]

En qué se transforma la recta x =1al aplicarle w=z*

. ] ) . X
Ejercicio:Considere la serie de funciones reales: ZC sen donde C, —jxlosen 5 dx.

i) ¢Es una serie de Fourier?¢De qué funcién?

ii) ¢Converge la serie sobre toda la recta real? Justifique, si la respuesta es afirmativa grafique la
funcién suma.

1) ¢Es limc, =07 Justifique, si la respuesta es afirmativa indique el orden de decrecimiento de c, .

nN—o0

Ejercicios Extras de Repaso:

<L (Logs—ﬂj = [donde —7 < Arg(w) < 7]
is—i
®
-1 s+1 irx
J Logf—? =
is—i ©
J e‘&ntdt—ﬁ(&ntj =Z _arctan@) =2
0 t t oy 2 4

e Use los desarrollos

g, (X)=x~ Z 2( )sen( nx) = Zl(l)

n=
n¢0

cos((2k +1)x) L i_—zei(zkﬂ)x

gz(x)—|X| _+z (2k+1)2 2 —oo7Z'(2k+1)2

para obtener el desarrollo de:

. )= X+2|X|, _r<x<r (linealidad fl(x):%gl(x)+%gz(x))

= fy(x)=2x, —T<X<T (linealidad f,(x)=2g,(x))

= fy(x)= 491(2) =2X, —2m <x<2x (cambio de escala, frecuencia/periodo y linealidad)
= f,()=x%, - <x<z (derivar o integrar desarrollos)

. f5(x)=x—%, —T<X<TT (corrimiento vertical ) f5(x):gl(x)—%,afectasolo el ao.)

= fo(X)=9g,(x —%) =X —%, —% <X< 3% (corrimiento horizontal)



Ejercicio: Sea F(s) =[( f (t))(s) para Re(s) > p, demostrar usando la definicion, las siguientes
propiedades de la transformada de Laplace:

a) Traslacion:
para o complejo: £ (e f(t))(s) =L (f®),.,, =F(-a), Re(s) > p+Re(a)
para a>0(real): £ (h(t—a) f (t -a)),, = e*/L(f ®), =¢"“F(@), Re(s) > p

b) Cambio de escala:

para a> 0 (real): £'( f (at))(s) _1

a

S

[(f(t))@ :iF(g], Re(s) > pa
Ejercicio:

Sean F(s)y G(s)analiticas en el semiplano Re(s) >0y toman los mismos valores, F(s) =G(s),
sobre el eje real positivo.

a) ¢ F(s)=G(s) en todo el semiplano Re(s)>07?
Si duda en la respuesta, analice los siguientes puntos:

i) ¢ L(s)=F(s)—G(s) es analitica en el semiplano Re(s) >0?
i) ¢ L(s) tiene ceros sobre el eje real positivo? ¢esos ceros son aislados?
iii) ¢ L(s) puede ser una funcion analitica no nula? (ver Teorema 50)
Iv) ¢ L(s)=0 enelsemiplano Re(s)>0? (ver Teorema 51)
Ahora puede concluir que ¢ F(s) =G(s) en el semiplano Re(s)>0?

Para esta conclusién es importante notar que ambas funciones son analiticas en un dominio (abierto
y conexo) y coinciden en un conjunto (infinito) de puntos no aislados.
b) ¢ Se puede asegurar que f(t)=2L""(F(s))=2L"(G(s))=g(t)?
Ver teorema de Lerch
¢ F(t)=g(t) en los puntos donde ambas son continuas?
1 t#3

Recuerde el ejemplo: f(t)=1, g(t) = .
jemplo: (1) =1, 9(t) {4 -

Ambas tienen la misma T. de Laplace: F(s)=G(s) = % , Re(s)>0.

. L. 2t_ —t L. .
Ejercicio: Calcular [[e € J para s real, luego extender analiticamente al semiplano Re(s) > 2.
t
(s)

s+1
s-2

s+1

s-2

Ejercicio: Dada la funcion LogS—JF;=In , se desea
S_

+iArg( j con —gn<Arg(w)s

NN

. . s+1) ~« .
encontrar los puntos singulares, ¢ el corte, donde Arg (—2] X usando transformaciones.

Considere la composicion de funciones: Logw Yy la bilineal w=s—+;, y muestre que
s+1 e

Log—2 es analiticaen Re(s) > 2.
S



. sl . . 2w+1 .
Sugerencia: use la transformacion bilineal inversa: S:—l’ para encontrar el corte, aplique
W_

la transformacion bilineal inversa al rayo: Arg(w)zg, es decir el conjunto: Im(w)>0,

Re(w)=0 , donde Im(w):%_v, Re(w) = W;"_".

Ejercicios de Coloquios:

1.

Sea f una funcién real continua de variable real tal que |f(t)|<5e* vt>0, Yy sea

F(s) = (f (1) = je-st f(t)dt.

i) ¢Existe alguna funcion distinta de f que tenga la misma transformada de Laplace que f ?
if) Muestre utilizando la definicion que: 4F (4s) =<7 ( f (t/4))(s) , ¢para qué valores complejos
de s se verifica?

iii)¢ F(4s) puede tener un punto singular tipo polo en s =1?

. a) Indique condiciones suficientes para que la serie de Fourier de una funcién f(x) definida en el

intervalo [, 7] sea:
1) convergente Vx real .
i) converja uniformemente sobre el intervalo [z, 7].

. - , 1
ii) los coeficientes de Fourier decrezcan como —;-.
n

b) ¢La funcion f(x)=+/|x| definida en el intervalo [-7, 7] cumple algunas de las condiciones
enunciadas en a)?

. Sea f(t) continua y de orden exponencial, h(t) la funcion escalén, y a un nimero real positivo.

i)  Muestre que existe £ (f (t) )(S) = F(s), indique la region de convergencia.

i) Muestre que [( f(t—a)h(t —a))(s) =e *F(s) .¢para qué valores complejos de s vale ?



