Funciones de Variable Compleja

Clase 22, 7 de octubre de 2019.
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Ejercicio 1: La funcion © zl) ¢tiene un punto singular en z, =07 ; Tiene otros puntos
sen(z

singulares?

Ejercicio 2: ¢Es posible clasificar los puntos singulares sin usar series de Laurent?

a) Si es zo un punto singular evitable de f = |imf(2) = |im(2an(z—zo)“]:ao. Se puede

-7, AN
redefinir la funcion para que sea analitica en z,, definiendo: f(z,)=a, y el residuo es nulo
esdecir: b= Res (f(z))=

z=1,

b) Polos de orden m. Muestre que : Si f tiene un polo de orden m en zp, entonces puede

expresarse como f(z):ﬂ, donde @ es analitica en zo y ®(z,)=0. Luego
%o
limf (z) =o0. Por lo tanto:
0 k<m
e zoespolodeordenmdef < lim(z—2) f(z)=<P(z,) 20 k=m.
e 0 k>m

e Formulas para los coeficientes (bk) de la parte principal (Lema3, pag.44-45)

1 dm
b i {610

b = — [(z 2,)" (2) .

Y si el polo es simple,m =1:

b =lim[(z-2,) f(2)].
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c) Si es zo un punto singular esencial de f , no existe el |imf(z), el residuo no se puede

717,

calcular usando limites, en cambio si se puede calcular observando el coeficiente b, de la

serie de Laurent de f en un entorno reducido de zo 6 resolviendo la integral, pero esto Gltimo
generalmente es mas complicado.

Resumiendo: se pueden clasificar los puntos singulares calculando limites:

a. Zzoun punto singular evitable de f < |imf (z) es finito.
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b. zo un punto singular polode f < |imf(z) es infinito.
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C. Zoun punto singular esencial de f < no existe |imf (z)
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Ejercicio 3: Sea f(z) =e? en 0<|z|]<x, observe que tiene un punto singular esencial (recuerde su

o0

1 . .
desarrollo: Z? ). Interprete el Teorema de Picard en un entorno del punto singular y
nlz

n=0
muestre que no existe |imf(2).
z z
e -1 dz e -1 7=
sen(z) sen(z)
|z=1 |z-7|=4

Ejercicio 4: Descomponga en fracciones simples:

z+3i A B C D
f(Z):_—2=_+ -+ + 5
z2(z-D)(z+)" z z-1 z+1 (z +1)

Rta. 1;(2):—_3+ _2'_+3+2'+ 1+2|2
z z—-1 z+1 (z+1)

i z
Ejemplo desarrollado: Sea f(z) =————— encuentre el desarrollo en a J5< |z —2| <3

(z+D)(z-1)

Para comenzar separamos en fracciones simples:

O P A
(z+D(z-1) z+1 z-i

A continuacion encontramos un desarrollo para el primer término,
desplazamos el centro sumando y restando z0, luego sacamos factor comin
adecuadamente y utilizamos el desarrollo de serie geométrica

:iw“, |wl<1:

Converge cuando | w|= ‘_z_;Z

<1, es decir: |z_2|<3

Con el segundo término procedemos en forma similar, en este caso sdlo cambiamos el factor comun, z-z0, para que
esta expresion quede en el denominador de la regién, asi la region de convergencia es el exterior de un circulo:

1+i 1+i

-5 = 1+i 1 1 _ 1+ 1 . 1

-1 71— 2+2—| T (z-2) (1 ZIJ 2 (z-2) 1_(_24)
7—-2 -2

i1 &( 2-iY T+i, o (2-0)"

2 (2—2);( z- 2) Z; >

Este Gltimo desarrollo converge cuando| w |:‘ <1, es decir: |z _2| >5 .

Sumando ambos términos, la regidn de convergencia es al menos la interseccion:

f(z):il' n(Z 2) i L(=D)" ) A JB<|z-2<3.
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n=0 n=0 ( )



