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Resumen: Mostraremos la aplicacion de teoria de funciones de variable compleja en el marco de la ingenieria electronica.
Explicaremos el Andlisis de Respuesta de Frecuencia de sistemas lineales invariantes en el tiempo, que es una técnica donde
una sefial de prueba sinusoidal de entrada es usada para medir y obtener informacion relevante del sistema lineal que se esta
estudiando. Especificamente usaremos la Transformada de Laplace para la transformacion de ecuaciones diferenciales que
modelan frecuencia de entrada y salida en sistemas eléctricos a ecuaciones mas sencillas, y la lectura de polos y ceros para
determinar la estabilidad del sistema lineal, asi como la resolucion de circuitos usando Transformada de Laplace
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I. INTRODUCCION

La Transformada de Laplace es una herramienta matematica muy util en electronica ya que gracias a ella
podemos representar el comportamiento de sistemas electronicos complejos de forma mas sencilla usando
ecuaciones ordinarias en vez de ecuaciones diferenciales. Es importante destacar, que si bien en este documento
mostramos la Transformada de Laplace aplicada en el ambito de la ingenieria electronica mas especificamente
en la parte de analisis de Respuesta en Frecuencia, la Transformada de Laplace puede describir el
comportamiento de cualquier tipo de sistema lineal.

La transformacion es la siguiente:

X(s)= L(x(t)) = j x()edt (1)
0

Donde X(s) es la transformada de Laplace de x(¢). Se define para cualquier nimero complejo, s .

En ingenieria electronica el comportamiento de respuesta de frecuencia de sistemas lineales ante una sefial
de prueba es muy importante en el analisis y disefio de dichos sistemas. Para este estudio ademas de realizar
Transformaciones de Laplace de las ecuaciones diferenciales que modelan las estimulaciones y respuestas del
sistema, veremos el significado de los polos y ceros respecto a la estabilidad del sistema abstrayéndonos de su
construccion real fisica, solo calificamos esa construccion y vemos si satisface el comportamiento deseado, y de
esta forma, con esta informacion, podemos luego modificar la estructura fisica salvando los problemas para
obtener lo que deseamos del sistema.

II. DESARROLLO DEL ARTICULO

Si tenemos un sistema electronico (centrandonos Unicamente en sistemas lineales e invariantes en el
tiempo), y lo estimulamos dando una entrada o fuerza al sistema, este produce una salida o respuesta. Esa
respuesta ante una entrada tiene un cambio, esa razon es lo que se llama funcion de transferencia (figura I).

Las funciones de transferencia se usan frecuentemente en ingenieria para caracterizar la relacion entrada-
salida de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo, y juegan un papel importante en el analisis y disefio de
dichos sistemas.



Sistema

Entrada Salida
 ——— G(s)  ———
U(s) X(s)

Figura 1: Diagrama de la funcion de transferencia.

La funcién de transferencia esta definida como la razén de la Transformada de Laplace de la salida del
sistema respecto a la Transformada de Laplace de la entrada, bajo el supuesto de que todas las condiciones
iniciales son cero, esto es, estando inicialmente el sistema en reposo.

Consideremos un sistema lineal caracterizado por la ecuacion diferencial de la siguiente manera:
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Donde n>my las ay las b son coeficientes constantes, x(¢) es la respuesta del sistema correspondiente a

n

la entrada u(¢) aplicado en el tiempo 7=0.

A.  Funcion de Transferencia usando Transformada de Laplace

Aplicando la Transformada de Laplace a la ecuacion (2) llegamos a:
(a,s" +a, 18" 4.+ ag)X(s) = (bys™ +by 1"+ ..+ by)U(s) 3)
Donde X(s)y U(s) denotan las Transformadas de Laplace de x(¢) y u(¢) respectivamente.

Como se ve claramente que trabajar con la ecuacion (3) es mas sencillo que trabajar con (2). La funcion de
transferencia del sistema, G(s) se define como:

X(5) _ bys™ +by " 4.4y

G(s)= (4)
U(S)  ays"+a, 1s" " +..+aq
Escribiendo:
P(s)=b,s" +b,, 5" +...+b (5)
O(s)=a,s" + an_ls”_1 +ota 6)

De (4), (5) y (6) la funcidn de transferencia puede expresarse como:

P(s)
G(s) =
=06

O]

B.  Estabilidad del sistema usando Raices, Polos y Ceros

La estabilidad de un sistema es una propiedad de fundamental importancia para los ingenieros. Podemos ver a
un sistema estable como aquel que permanece en reposo cuando no es estimulado y luego de quitarle una
estimulacion retoma el reposo conforme el tiempo tiende a infinito. Las raices de Q(s) son los polos de la funcion
de transferencia del mismo modo las raices de P(s)son los ceros de la funcion de transferencia. Es importante

destacar que a pesar de que una funcion de transferencia caracteriza la dinamica del sistema, no proporciona
informacion sobre la estructura fisica real del sistema, y sistemas totalmente distintos pueden tener la misma



funcién de transferencia.
Un sistema esta formado por componentes, cada uno caracterizado por su funcion de transferencia. Entonces la
funcion de transferencia del sistema completo es la siguiente:

G(s) = b, (s—z1)(s—25)..(s—z,)
a (S_pl)(s_pz)...(s—pn)

Donde z;s y p;s son los ceros y los polos de la funcion de transferencia respectivamente, vemos que G(s) es
conocida excepto por un factor constante, si se conocen las posiciones de todos los polos y ceros.

Un polo simple, que realizando las pasos matematicos correspondientes (fracciones simples y anti-
transformando) tiene la respuesta en el tiempo ce* H(¢), si este polo esta en la mitad izquierda del plano s, la

respuesta en el tiempo tendera a cero conforme ¢ — . Si el polo esta a en la mitad derecha, la respuesta en el
tiempo crecera sin cota conforme ¢ — o que es lo que no deseamos, entonces para que el sistema sea estable debe
tener los polos simples en la mitad izquierda del plano s . Si el polo simple esta en el origen tenemos una respuesta
en el tiempo que es un escalon cH (¢) , esto no asegura que una entrada acotada termine en una respuesta acotada.

Un polo multiple tiene respuesta en el tiempo [c/ (n - 1)!]t"_1eS’H (1), si el polo esta en la mitad izquierda del

plano s, la respuesta decaera a cero conforme ¢ — oo indicando la estabilidad del sistema.
Un par de polos complejos conjugados tendran una respuesta en el tiempo

e % (ccos Bt +dsenfit) = Ae " sen(ft+y) donde A= (c2+d2) y }/:tan_l(c/d).

Nuevamente vemos que los polos en la mitad izquierda del plano s, tienen respuestas en el tiempo
correspondientes que se desvanecen en el tiempo en forma de una sinusoidal exponencialmente amortiguada
cuando ¢t — oo, indicando la estabilidad del sistema.

C. Impedancia de un capacitor: Respuesta en frecuencia.

En un capacitor el voltaje entre sus placas es proporcional a la carga almacenada e inversamente proporcional a
la capacidad. Podemos expresar a la carga como la integral de la corriente que entra al condensador a lo largo del
tiempo y tenemos:

_a@0 L
W) =275 v = Ejz(t)dt . )
Aplicamos la transformada de Laplace segun (1) y obtenemos:
1 Vis)y 1
V(s)=—I1(s); Zc(s)=——==—. 10
()CS() (s) I(s)  Cs (10)

En el dominio de la transformada de Laplace la impedancia del capacitor es 1/Cs , que es la oposicion a su

“avance”, pues todo material tiene resistencia, capacitancia e inductancia (estas dos ultimas Reactancia), que
retrasan, dispersan y desfasan a la onda, respecto a la onda original.
Para ver como depende la impedancia del condensador con la frecuencia sustituimos s por jw en la

ecuacion (10) y tenemos la impedancia de alterna del capacitor:

Z(jw)=$ (11)



III. PASOS PARA TRABAJAR CON LA TRANSFORMACION DE LAPLACE PARA ANALIZAR CIRCUITOS.

Como se mostro en las secciones anteriores, el analisis algebraico de un circuito para determinar su
respuesta en frecuencia, se puede simplificar en gran medida utilizando la transformada de Laplace. Una vez
obtenida la funcion de transferencia en el dominio s, se sustituye s por jw (lo que corresponde al régimen

sinusoidal permanente) para determinar la funcion de transferencia para frecuencias fisicas.
Entonces, para analizar un circuito RCL usando la transformada de Laplace hay dos métodos:

eEscribir las ecuaciones temporales, aplicar la transformada de Laplace, resolver en el dominio de
Laplace y finalmente volver al dominio del tiempo usando la transformada inversa.

eEscribir el circuito equivalente en el dominio de Laplace y resolver directamente en ¢l (con atencion a
las condiciones iniciales).

Si el objetivo es conocer la respuesta en frecuencia no es necesario volver al dominio temporal.

IV. CONCLUSIONES.

Aprender teoria de funciones de variable compleja, es de gran importancia para futuros ingenieros eléctricos
y electronicos. El uso de esas “herramientas”, nos permite modelar cuestiones complejas de la electricidad de
forma mas simple. La simplicidad de los calculos es primordial a la hora de manipularlos, tanto para entender
propiedades y comportamientos de sistemas eléctricos, como disefiar un nuevo sistema que cumpla una tarea
especifica.
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