Transformada de Laplace: Lineas de Transmision
Aplicacion a problemas de valor frontera
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Resumen: Varios problemas de la ciencia y de leniggia al ser formulados matematicamente condacenuaciones
diferenciales parciales que involucran una o maxifumes incognitas junto con ciertas condicionesygnientes de
situaciones fisicas, para dichas funciones. Laslicmmes se llaman “condiciones de frontera”. Edlgpema de encontrar
soluciones para una ecuacion que satisface ciataticiones de frontera se llama un “problema derveontera”. En esta
nota de aplicacion veremos c6mo resolver uno dis gsbblemas, el calculo de tensién y corrienteteét& en una linea de
transmision, aplicando una poderosa herramientam@ica, la Transformada de Laplace.
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. LA TRANSFORMADA DELAPLACE

Es una técnica Matematica que forma parte de si¢rtéensformadas integrales como la transformada de
Fourier, la transformada de Hilbert, y la transfada de Mellin, entre otras. Estas transformada@s elfinidas
por medio de una integral impropia y cambian un&itn en una variable de entrada en otra funciéoten
variable. La transformada de Laplace se definecderdo a (1) y su inversa (2):

F(s) = L{flfl}—/ f(t)e ™ dt (1)
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Il. LINEAS DE TRANSMISION
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En este problema, utilizaremos ecuaciones difeaéegiparciales simultaneas para la corriente Iwkhje
E (o diferencia de potencial), de una linea destrasion en cualquier posicion “x” y en cualquiestante de
tiempo “t". Las constantes “R”, “L", “G"” y “C” sonrespectivamente la resistencia, la inductancia, la



conductividad y la capacidad por unidad de longittidextremo “x = 0” se llama “extremo emisor”. Qqser
otro valor dad de “x” puede considerarse comoré&nb receptor”.
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[1l. PROBLEMAS DE VALOR FRONTERA MEDIANTE LA TRANSFORMAD/S DELAPLACE

Al hacer uso de la transformacién de Laplace (especto at* o “x”) en un problema de valor frontera en
una dimension, las ecuaciones diferenciales paxipleden transformarse en ordinarias. La soluysi@te
obtenerse resolviendo esta ecuacién ordinariaigiendo, bien sea por la formula de inversién ctajap(2), o
aplicando directamente alguna de las propiedadéstaensformada de Laplace.

Para problemas en dos dimensiones es a veces @mteeaplicar dos veces la transformada de Laplace
(por ejemplo, primero con respecto # Yy luego con respecto ax) y llegar a una ecuacion diferencial
ordinaria. En tal caso, la solucion se encuentraipa“ doble inversiori. Este proceso se conoce con el nombre
de “transformacion iterada de Laplace Puede aplicarse una técnica similar en probledeatres (0 mas)
dimensiones. Los problemas de valor frontera puedsolverse a veces mediante el uso combinado de
transformada de Fourier y Laplace.

IV. APLICACION DE LA TRANSFORMADA DELAPLACE A LINEAS DE TRANSMISION
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Una linea de transmision de inductancia y condedaamor unidad de longitud, despreciables tienen u
voltaje en su extremo emisor, “x = 0", dado por:
E, 0<t<T

E(x,t):E(O,t):{O Lo

Para hallar el valor de “E(x,t)" y la corriente XJ{)” sobre cualquier punto “x > 0” en cualquiempo “t >
0" (tomando “L = 0" y “G = 0”), la ecuaciones (3X4) quedaran de la forma:
e)
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Teniendo en cuenta que, las condiciones de frostera
_ B B _(Ey 0<t<T
Eo)=0, I1x0)=0, E@=EQ0={2 "S> . [E@ol<m
Aplicando la transformada de Laplace, usando lagidn “C{E(x, t)} = E(x,s), L{I(x, )} =1(x,s)", y
transformando las ecuaciones (5) y (6), tenemos que
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Como “E(x,0) = 0", entonces la ecuacion (8) nosdgue
g—i =—CsE (9)
Derivando entonces las ecuaciones (7) con respetby teniendo en cuenta la ecuacion (9), elimioa a
“T", y obtenemos entonces las siguientes ecuaciones:
9%E ol _ 9°E -
557~ R =RCsE - ———RCsE=0 (10)
Proponiendo una solucion general para la ecuadi@ndge la siguiente forma:
E(x,s) = C,eVRE* 4 C,e~VRCsx  (171)
Por la condicion de acotacion, C1=0. Entoncesl@a&on (11) nos queda:
E(x,s) = C,e™VRCs*  (12)
Si escribimos a “E(0,t) = G(t)” y£{E(0,t)} = E(0,s) = g(s)”, entonces por la ecuacion (11): “C2=g(s)”;
por lo tanto, esta ecuacion nos quedara definida tlema: ‘E(0,s) = g(s)e VRCsx"
Usando el “teorema de la convolucién”, entoncesquesia que:

txv/RC 3 RCx?
E(x,t) =J uze 4 G(t—udu (13)
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Ahora bien, como:
_N_[Ey 0<t—u<T o t—-T=u<t
G u)_{o t—u>T w<t—r a9
Se deduce de la ecuacion (14) que sit > T, ensolacecuacion (13) nos queda definida de la forma:
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E(x,t) = u 2e 4u Eydu 15-1
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E(x,t) = _\/E RC eV dv (15-2), tomando =v
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E(x,t) = E, \/_Efz e gy — = gyt (15— 3)
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xVRC xVRC
E(x,t) = E, {fer (ﬁ) — fer <2_\/E>} (15—-4)

De donde, “fer(...)" es la “funcion error”. En tanfjue, si “0 <t < T”, tenemos de la ecuacion (iL8)14)

que:
t [ e
E(x,t) = j ﬂu‘3/2e““?c"z/"“Eodu = %j eV dv
o 2Vm VT Joire/2ve

VRC VRC
E(x,t) = E, {1 — fer <xzﬁ)} =E,fcer (%) (16)

Acomodando, tendremos que:

Eyfer <x25;> 0<t<T
E(x,t) = RC VR ) (17)
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Y por ultimo, por despeje de la ecuacion (5) teremue:"l = —7a. €ntonces al derivar obtenemos:



{5\(71 %t—3/ze—RCx2/4t 0<t<T
T

I(x,t) = (18)
Eox E[t—3/ze—RCx2/4t —(t- T)—3/Ze—RCx2/4(t—T)] £>T
(2vm R

Y tenemos asi, por las ecuaciones (17) y (18)vlderes de voltaje “E(x,t)” y corriente “I(x,t)” boe
cualquier punto x > 0, para cualquier tiempaddt >

V. CONCLUSION

La £{...} Transformada de Laplace permite convertir las @onas diferenciales en ecuaciones algebraicas
en el “plano s”. Al resolver estas ecuaciones algehs, se obtiene la solucién total: la solucibmbgénea
(impulsiva o transitoria) y la particular (permaten

Luego, desde alli se puede despejar la variable fadiknente buscada, luego, aplicandodg..} !
Transformada Inversa de Laplace (Anti-transformasa)puede determinar la variable en el dominidideipo
“t". Si existen componentes con condiciones in@sales mas sencillo pasar las expresiones al “@ane
incorporar dichas condiciones. La parte mas comgéc resulta entonces, el proceso de determinar la
transformada inversa.
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