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Resumen: En el siguiente informe se detalla el uso de la transformada de Z en la obtencion de operaciones entrada-salida,
como en el andlisis de sefiales y sistemas en tiempo discreto, para el estudio de sistemas de ecuaciones a diferencia de tipo
lineal. La resolucién de estos sistemas nos permite comparar valores esperados mediante la teoria con los valores
obtenidos de manera experimental. Son sistemas invariantes en el tiempo, es decir no importa el tiempo en que son
excitados, siempre responden de la misma manera. La resolucion de estos sistemas se facilita con la funcion Z de
transferencia.
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I. INTRODUCCION

En este informe veremos una de las aplicaciones de la transformada de Z y la importancia de la misma en el uso de
sistemas LTI, mas adelante se explicara en detalle las propiedades de los sistemas LTI, pero como lo indica su nombre son
lineales e invariantes en el tiempo.

Para analizar el comportamiento del sistema nos basta con conocer su respuesta a algin tipo de sefial basico (por ejemplo
impulso) a partir del cual, se pueda construir la respuesta a cualquier sefial.

La respuesta a cualquier entrada la podremos obtener sumando y desplazando la respuesta a esa sefial basica (aca es donde
entra la transformada de Z). Diferentes sefiales basicas dan lugar a distintos tipos de analisis.

Matematicamente hablando la respuesta de estas sefiales la obtendremos con la funcidon de transferencia, que sin la
transforma de Z seria muy complejo hallarla.

En conclusidn, si obtenemos la funcion de transferencia H (z) , se pueden obtener las respuestas de todos los impulsos que
conforman la entrada, luego sumando dichas respuestas se obtiene la respuesta completa del sistema a la entrada, o sea a
la salida.

II. SISTEMA LTI
Son lineales e invariantes en el tiempo. Es decir que cumpla con las siguientes propiedades
Linealidad:

Un sistema es lineal (L) si satisface el principio de superposicion, que engloba las propiedades de proporcionalidad o
escalado y aditividad. Que sea proporcional significa que cuando la entrada de un sistema es multiplicada por un factor, la
salida del sistema también serd multiplicada por el mismo factor. Por otro lado, que un sistema sea aditivo significa que si
la entrada es el resultado de la suma de dos entradas, la salida serd la resultante de la suma de las salidas que producirian
cada una de esas entradas individualmente.

Invariante en el tiempo:

Un sistema es invariante con el tiempo si su comportamiento y sus caracteristicas son fijos. Esto significa que los
parametros del sistema no van cambiando a través del tiempo y que por lo tanto, una misma entrada nos dara el mismo
resultado en cualquier momento (ya sea ahora o después). Matematicamente, un sistema es invariante con el tiempo si un
desplazamiento temporal en la entrada x,,; ocasiona un desplazamiento temporal en la salida y,_;.



Esto permite que se pueda representar su entrada en términos de una combinacion lineal de sefiales basicas, entonces asi
usar la propiedad de superposicion para calcular la salida de estos sistemas en términos de sus repuestas a sus sefiales
basicas.

ITI. LA TRANSFORMADA Z Y LOS SISTEMAS LTI

Un sistema LTI se puede usar para muchas aplicaciones. Si bien los sistemas LTI son ideales y no existen en la naturaleza,
siempre va a existir una diferencia en los valores reales de un circuito y el teérico, ya que depende de muchos factores,
pero su gran caracteristica es que podemos crear “simulaciones” y asi acercarnos a los resultados esperados.

Lo maravilloso de estos sistemas es que con ayuda de las propiedades de la transformada de Z podemos resolver una
ecuacion de algun tipo de sefial y obtener la funcion de transferencia (ya que esta es la respuesta de la sefial).

Consideramos un sistema LTI para el cual la entrada y salida satisfacen una ecuacion lineal en diferencias con coeficientes
constantes.

Podemos partir de una ecuacion en diferencias, aplicando la transformada de Z usando propiedades de linealidad y
desplazamiento en el tiempo, ya que son sistemas discretos.
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Aplicando la propiedad (condiciones iniciales =0) se tiene:
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Por lo tanto obtenemos H (Z) H(Z) = o)

Esta funcion de transferencia no nos proporciona la region de convergencia. Pero, una restriccion aparte como la
casualidad o estabilidad del sistema, sirve para especiar la region.

e  Un sistema es causal si su salida para cualquier valor de la variable independiente depende inicamente del valor
de la entrada correspondiente a dicho valor (y a otros procedentes). También se llama no anticipativo, ya que la
salida del sistema no anticipa valores futuros de la entrada.

e Un sistema es estable si la Transformada Z de la respuesta impulsiva tiene todos los polos dentro de la
circunferencia de radio unidad (cualquiera que sea su orden de multiplicidad).

La transformada z de tiempo discreto permite reemplazar las operaciones en el dominio del tiempo tales como la
convolucion y el desplazamiento en el tiempo, con operaciones algebraica. El empleo de la transformada z para convertir
descripciones de sistemas a ecuaciones de diferencias algebraicas también es util en el analisis de sistemas LTI, como
conexiones en serie y paralelo.

Podemos mostrar como el uso de la transformada z para modelar la relacion entre las secuencias de entrada y de salida de
un procesador de tiempo discreto para condiciones iniciales nulas.
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Figura 1.

Considerando el promediador moévil de la figura 1, se describe por la siguiente ecuacion lineal en diferencia finitas
x[n] + x[n — 1]
2

Comenzamos reemplazando cada una de las secuencias por su transformada de z, donde la salida y[n] ahora sera Y[Z] y
la entrada x[n] sera X[Z], por lo tanto la expresion es:

y[n] =

X[Z] + z71x[Z]
2

Podemos ver a ahora como la figura 1 aplicando la transformada se obtendra en diagrama de la figura 2.

Y[Z] =

X(@) 172
X(z) * Y(z)
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Figura 2.

Desarrollando la expresion , podemos reescribirla de la siguiente manera

-1

Y@ = x()

Si recordamos la expresion de H(Z) desarrollada previamente , podemos utilizar la relacion
y(z) z+1

HO) =D~

Donde H(z) es la funcion de transferencia del promediador, esta funcion es una propiedad del sistema que caracteriza la
forma en que el sitema modifica de entrada para producir la secuencia de salida. Cuando tenemos H(z) es viable encontrar
la transformada de Z de la salida para una entrada conocida, esto es posible gracias a la relacion utilazada anteriomente,
como veremos en la figura 3

Y{z)=X(z)*H(z)

x[n]

Procesador yln]
’ digital |, yInl=x[n]*hn]
X(z) hln] H(z) Y(z)

Figura3.



La funcién de transferencia de un procesador de tiempo discreto lineal es igual a la transformada z de la respuesta a la
muestra unitaria del procesador. Es decir, la respuesta a la muestra unitaria h[n] y la funcién de transferencia H(z) son una
pareja de transformadas z:

h[n] « H(z)

Podemos tomar un ejemplo de un promediador mévil donde se escribe la funcién de transferencia del mismo en dos
términos en la forma: H (z) = 0.5 + 0.5 + 0.5 - z ! entonces la relacion h[n] « H(z) indica que esta expresion se puede
interpretar como la transformada z de la secuencia de respuesta a la muestra unitaria #[n] del procesador, donde:
h[n] =0.5, 0.5, 0,0,0, ...

IV. CONCLUSION

Si bien el uso de los sistemas LTI es muy amplio y complejo, su naturaleza permite resolver problemas de diversos
campos, tan solo aplicando la transformada de Z y sus propiedades.

La importancia del modelo de la Transformada Z radica en que permite reducir ecuaciones en diferencias o ecuaciones
recursivas con coeficiente constantes a ecuaciones algebraicas lineales. Este tipo de ecuaciones provienen de todo tipo de
sistemas digitales utilizados para control, procesamiento de imagenes y sonido, etc.

La Transformada z nos permite determinar, en el dominio del tiempo, la ecuacion en diferencias o la respuesta al impulso
de un sistema LTI, solo con ecuaciones algebraicas.
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