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Resumen: Una de las áreas de la ingeniería es el análisis de inversión de capital. La transformada de Laplace puede usarse 
como una herramienta para calcular el valor presente de flujos de efectivo, y de esta manera predecir el comportamiento 
de ciertos aspectos económicos y financieros, mostrándonos la viabilidad de nuestra inversión. El mundo económico 
generalmente no se representa por funciones continuas, por lo que  las funciones de impulso son de gran ayuda para 
modelar ciertos fenómenos. La transformada de Laplace permite manipular los flujos discontinuos, convirtiéndolos en 
conjuntos continuos, facilitando la interpretación y resolución de ciertos problemas económicos. 
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I. INTRODUCCIÓN 

La transformada de Laplace de una función f tiene una interpretación económica evidente: ࣦሾfሿሺୱሻ es el 
valor presente de un flujo f(t) durante el periodo [0,∞) y con una tasa de descuento igual a s. 

Si tomamos a  c(t) como una trayectoria de consumo y u(c(t)) la utilidad que se deriva del mismo, 
entonces:  ࣦሾuሺcሻሿሺୱሻ ൌ ׬ u൫cሺtሻ൯eିୱ୲dt∞଴  es el valor presente de la utilidad acumulada en [0,∞), descontado a 
una tasa s. 

Esta observación fue hecha en 1986 por S. Buser [1], que detectó en esta transformada una herramienta 
para calcular el valor presente de flujos de efectivo. Hay una variedad de artículos dedicados a otras 
aplicaciones dentro de finanzas: DeSchepper, Teunen y Goovaerts 1992 [2] y 1994 [3], Pelsser 2000 [4], 
Denuit 2001 [5] y Bartoszewicz 2000 [6]. 

II. DESARROLLO DEL ARTÍCULO 

A. Introducción teórica: 

Recordemos las siguientes propiedades de la Transformada de Laplace [7]-[8]: 

1) ࣦሾௗ௙ௗ௧ሿሺ௦ሻ ൌ ሾ݂ሿሺ௦ሻࣦݏ െ ݂ሺ0ሻEn donde f es una función diferenciable en [0,∞).  
2) ࣦሾ0ሿ ൌ 0 y ࣦሾ݂ܽ ൅ ܾ݃ሿ ൌ ࣦܽሾ݂ሿ ൅ ܾࣦሾ݃ሿ para cualesquiera f y g funciones con a y b א R. 

(Propiedad de linealidad) 
3) La asignación f → F es inyectiva, de manera que puede definirse la transformada de Laplace 

inversa (de la función F) como ࣦିଵሾܨሿሺ௦ሻ ൌ ሺ݂௧ሻ. Esta transformada inversa posee también la 
propiedad de linealidad. 

Estas tres propiedades son aplicables para resolver problemas económicos de flujos de capitales. 

Si consideramos k(t) una trayectoria para el capital, y el capital se deprecia a una tasa δ, entonces la 
trayectoria de inversión bruta está dada por:  

 Iሺtሻ ൌ ୢ୩ሺ୲ሻୢ୲ ൅ δkሺtሻ  (1) 
Supongamos que la tasa de descuento es igual a r, por lo tanto tomando la trasformada de Laplace de la 

inversión y utilizando las propiedades ya mencionadas tenemos: 



ࣦሾIሿሺrሻ ൌ ࣦ ൤ dkdt൨ሺ୰ሻ ൅ δࣦሾkሿሺ୰ሻ 
 ൌ rࣦሾkሿሺ୰ሻ െ kሺ଴ሻ ൅ δࣦሾkሿሺ୰ሻ 
 ൌ ሺr ൅ δሻࣦሾkሿሺ୰ሻ െ kሺ0ሻ 
Esto nos da la relación entre el valor presente de la inversión bruta ሺࣦሾIሿሺ୰ሻሻ y el del capitalሺࣦሾkሿሺ୰ሻሻ, 

ambos descontados a la tasa r. 

B. Solución a ecuaciones diferenciales [9] 

Nos concentraremos ahora en la solución de ecuaciones diferenciales del tipo: 

 ୢ୶ୢ୲ ൅ δxሺtሻ ൌ Hሺtሻ  (2) 
En donde x es una función diferenciable y H(t) es cualquier función cuya transformada de Laplace 

existe. Si pensamos en x(t) como el acervo de capital al tiempo t, entonces la ecuación (2) es simplemente la 
ecuación de inversión (1) con H(t) = I(t). 

Tomemos la transformada de Laplace de (2) para obtener: 

ࣦሾdxdtሿሺୱሻ ൅ δࣦሾxሿሺୱሻ ൌ ࣦHሺୱሻ 
 sࣦሾxሿሺୱሻ െ xሺ଴ሻ ൅ δࣦሾxሿሺୱሻ ൌ ࣦHሺୱሻ  (3) 
 ࣦሾxሿሺୱሻ ൌ ୶ሺబሻୱାஔ ൅ ࣦHሺ౩ሻୱାஔ   (4) 
Observemos que la transformada de Laplace convierte a la ecuación diferencial de flujos dada por (2) en 

una ecuación algebraica de acervos representada por (3). 

Tomemos ahora la transformada inversa ࣦିଵde la expresión (4) para obtener 

 xሺ୲ሻ ൌ xሺ଴ሻࣦିଵሾ ଵୱାஔሿሺ୲ሻ ൅ ࣦିଵሾࣦሾHሿୱାஔ ሿሺ୲ሻ  (5) 

                                                                    ൌ xሺ଴ሻeିஔ୲ ൅ ࣦିଵሾࣦሾHሿୱାஔ ሿሺ୲ሻ 
 
La ecuación (5) nos proporciona el valor de x(t) en cada instante dado su valor inicial x(0). La forma 

explícita de la solución depende de la función H(t), el caso más simple es cuando H(t) = H, una constante, de 
manera que la solución dada por (5) queda como 

xሺ୲ሻ ൌ xሺ0ሻeିୱ୲ ൅ ࣦିଵሾ Hs ൅ δሿሺ୲ሻ 
 ൌ xሺ0ሻeିୱ୲ ൅ Hࣦିଵ ቂെ ଵஔሺୱାஔሻ ൅ ଵஔୱቃሺ୲ሻ 
 ൌ xሺ0ሻeିୱ୲ െ Hஔ ࣦିଵሾ ଵሺୱାஔሻሿሺ୲ሻ ൅ Hஔ ࣦିଵሾଵୱሿሺ୲ሻ  ൌ xሺ0ሻeିୱ୲ െ Hஔ eିஔ୲ ൅ Hஔ  ൌ eିஔ୲ሺxሺ0ሻ െ Hஔሻ ൅ Hஔ 
 
La solución general de (5) puede encontrarse de la siguiente manera. Notemos que si gሺ୲ሻ ൌ eିஔ୲, 

entonces se tiene que ࣦሾgሿሺୱሻ ൌ ଵୱାஔ  para todo s> −δ, con lo cual: xሺ୲ሻ ൌ xሺ0ሻeିஔୱ ൅ ࣦିଵሾࣦሺgሻࣦሺHሻሿሺ୲ሻ  
Aplicando producto de convolución en el término de la derecha queda: 

xሺ୲ሻ ൌ xሺ0ሻeିஔୱ ൅ න eିஔሺ୲ି୰ሻ୲
଴ Hሺrሻdr 

 
Esta ecuación tiene una interpretación económica inmediata. Para ilustrar esto pensemos en x(t) como el 

acervo de capital que se deprecia a una tasa δ y en H(t) como la inversión bruta. Entonces nos dice que el 



acervo de capital en el tiempo t consiste de dos partes: la primera es lo que queda del capital inicial tomando 
en cuenta la depreciación (representada por el primer término de la ecuación), y la segunda consiste en la 
inversión acumulada en el periodo [0, t] con su correspondiente depreciación (representada por el segundo 
término de la ecuación). 

C. La función Delta Dirac y los impulsos de inversión 

La función delta de Dirac puede aplicarse a un sinnúmero de problemas para los cuales queremos 
modelar un impulso exógeno. Tomemos, por ejemplo, la siguiente ecuación de inversión: ݀݇݀ݐ ൌ δ଴ 

Es decir, la inversión es nula excepto en el instante t = a para el cual es “infinitamente grande”, o bien 
hay un “impulso” de inversión en t = a. La solución a esta ecuación está dada por (5) con δ = 0 y por lo tanto: 

݇ሺݐሻ ൌ ݇ሺ଴ሻࣦିଵሾ1ݏሿሺ௧ሻ ൅ ࣦିଵሾ݁ି௔௦ݏ ሿሺ௧ሻ ݇ሺݐሻ ൌ ݇ሺ଴ሻ ൅  ሻݐ௔ሺݑ

La figura muestra el comportamiento de k(t) : en el instante t = a el capital pasa discretamente a tomar el 
valor k(0)+1. 

 

Figura 1 

El ejemplo anterior puede generalizarse tomando la siguiente ecuación: ݀݇݀ݐ ൌ ෍ δ௡்
௡ୀଵ ሺݐሻ 

Es decir, los impulsos de inversión se realizan en t = 1, 2,..., T. La ecuación se resuelve igual que arriba 
obteniéndose  kሺtሻ ൌ kሺ0ሻ ൅ ∑ u୬T୬ୀଵ ሺtሻ 

La figura 2 muestra el comportamiento de k(t) para este caso. Podemos también tomar en cuenta la 
depreciación del capital y considerar la ecuación  ݀݇݀ݐ ൅ δk ൌ δ௔ሺݐሻ 

Esta ecuación es de la forma (2) y su solución está dada nuevamente por (5) como sigue: 

݇ሺ௧ሻ ൌ ݇ሺ0ሻࣦିଵሾ 1ሺݏ ൅ ሻሿሺ௧ሻߜ ൅ ࣦିଵሾ ݁ି௔௦ݏ ൅  ሿሺ௧ሻߜ
ൌ ݇ሺ0ሻ݁ିఋ௧ ൅  ሻ݁ିఋሺ௧ି௔ሻݐ௔ሺݑ

El comportamiento de k(t) cuando k(0) = 1, δ = 0.3 y a = 4 se muestra en la figura 3. 



 

Figura 2: el capital cambia discretamente en t=1,2,3..,T. 

 

Figura 3: Trayectoria de ݇ሺ௧ሻ ൌ ݁଴.ଷ ൅  ሻ݁ି଴.ଷሺ௧ିସሻݐସሺݑ
Los ejemplos anteriores podrían adaptarse fácilmente al caso de la inversión en un activo con un flujo de 

dividendos D(t) y una tasa libre de riesgo r. La ecuación para el valor x(t) del activo está dada por: ݀ݐ݀ݔ ൅ ሺ௧ሻܦ ൌ  ሺ௧ሻݔݎ
Es la ecuación (2) con δ = −r y H(t) = −D(t). Esta ecuación puede interpretarse como una condición de 

no arbitraje: en cada instante es equivalente invertir la cantidad x(t) a una tasa r, (digamos comprando Cetes) 
obteniendo una cantidad rx(t), o bien realizar la inversión, obteniendo los dividendos D(t) más el cambio en 
el valor del activo dx(t)dt . Los dividendos pueden modelarse como funciones de impulso. Ésta es, 
claramente, una mejor aproximación de la realidad que el pensarlos como funciones continuas. 

III. CONCLUSIÓN 
En este informe realizamos una breve exposición de la transformada de Laplace y su interpretación 

económica. En general, podemos decir que los economistas ignoran la existencia de esta transformada y los 
usuarios principales de ella desconocen los conceptos económicos. Esta situación ha mantenido a la 
transformada alejada del economista profesional, siendo utilizada únicamente como una herramienta para la 
resolución de algunas ecuaciones diferenciales en finanzas. 

Este trabajo nos muestra que la modelación económica da un nuevo sentido a técnicas matemáticas ya 
conocidas; podemos ver que la economía no es una simple usuaria de las matemáticas sino que las enriquece, 
proporcionando interpretaciones dentro de un ámbito distinto al de las ciencias básicas. 
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