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Resumen: Se describe el método de la funcién descriptiva, para analizar y predecir comportamientos de elementos no
lineales de un sistema de control, el cual se obtiene por aproximacion aplicando la expansion en serie de Fourier y
permite analizar sistemas no lineales con técnicas desarrolladas para los sistemas lineales. Ademas se desarrolla el
método para el caso particular de un relé.
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I. INTRODUCCION

Los métodos mas frecuentes utilizados en ingenieria para el analisis y disefio de sistemas de control
realimentados lineales estdn basados en el empleo de la funcion de transferencia, la cual caracteriza las
relaciones de entrada-salida de estos sistemas.

[1]Uno de estos métodos es el de la respuesta de frecuencia, que se define como la respuesta a la
frecuencia de un sistema estacionario, o de régimen permanente, a una entrada sinusoidal. Si se considera un
sistema lineal con una entrada sinusoidal

e(t) = Xsen(wt) Q)
se puede demostrar que la salida en régimen permanente sera de la forma

y(t) = Ysen(wt + @) (2

La respuesta de frecuencia consiste precisamente en determinar la amplitud Y y la fase ¢ de la salida para
una amplitud de entrada X constante, al ir variando la frecuencia o de la sefial de entrada e(t).

El concepto de funcién de transferencia esta basado en la propiedad de linealidad que no poseen, por su
propia naturaleza, los sistemas no lineales. Sin embargo, como vamos a ver en lo que sigue, es posible aplicar
una version ampliada del método de la respuesta de frecuencia a sistemas no lineales mediante el método de
la funcion descriptiva. Si bien en este Gltimo caso los resultados son exclusivamente aproximados.

Il. METODO DE LA FUNCION DESCRIPTIVA

Esencialmente, el método consiste en reemplazar la no linealidad del sistema por una ganancia N
equivalente y después usar las técnicas desarrolladas para los sistemas lineales, tales como el métodos de
respuesta de frecuencia.

Supuestos béasicos del método:

1. Hay un tnico componente no lineal.
2. Ese componente es invariante en el tiempo
3. Laparte lineal se comporta como un filtro pasa-bajo.



Figura 1: Sistema de control no lineal

4. La no linealidad es simétrica, de modo que no aparece en la salida una sefial de continua,
cuando la sefial de entrada es sinusoidal.

Los sistemas de control que presentan estas caracteristicas se pueden representar mediante el diagrama
de bloques de la figura 1. Si el elemento no lineal es sometido a una entrada sinusoidal (1) entonces su salida
Z(t) puede representarse por la expansién en serie de Fourier

Z(t) = %ao + Z::1 a, cos(nwt) + Z:;l b, sen(nwt) (3)

1 co
=Zag+ X, _ A sen(nwt + ) 4)

con A,=vV(@>+b?) y &, =tan"'(a,/b,) . Si consideramos Gnicamente la componente
fundamental del desarrollo en serie, y teniendo en cuenta el supuesto 1 tomamos a, = 0, la expresién (4) se
convierte en

Z(t) = Ay sen(wt + ¢) )

A partir de esta ecuacion podemos concluir que la componente fundamental de la salida de un sistema
no lineal a una sefial sinusoidal de entrada, es otra sefial sinusoidal de la misma frecuencia pero de amplitud
A, y desfase ¢, empleando una representacién compleja (5) puede escribirse como

Z(t) = Ay eletT oD (6)

Con los anteriores elementos ya estamos en condiciones de definir la funcion descriptiva N(X) del
elemento no lineal, como la razén compleja de la componente fundamental de la salida (6) entre la sefial
sinusoidal de entrada (1), esto es:

A eilwt+d1)

N(X) = W (6)
A .
= X—l ei®1 (7)

[3]La funcién descriptiva N(X) es una funcion compleja cuyo modulo y argumento representan la
amplificacion y el desfase del primer armonico de la salida Z(t)de un sistema no lineal ante una entrada
sinusoidal de amplitud X y frecuencia w. Teniendo en cuanta que las ecuaciones (2) y (5) son equivalentes, el
concepto de funcidn descriptiva puede, por tanto, ser considerado como una ampliacion de la nocion de
respuesta de frecuencia de los sistemas lineales. Las diferencias entre ambos conceptos se limitan a que la
funcidn descriptiva de un elemento no lineal depende de la amplitud, mientras que la funcion de transferencia



encendido

M

T

X M

k)
\

apaga'clu

Figura 2: Caracteristica de un relé.

de un elemento lineal no depende de ella. Sin embargo, con vistas a las aplicaciones al disefio de sistemas
realimentados pueden tratarse de forma anéloga.

[2]Una vez determinada la funcion descriptiva, el comportamiento del sistema de lazo cerrado esta
determinado por la ecuacion caracteristica

1 4+ N(X)G(iw) =0 8

Si se puede encontrar una combinacion de X y o de manera que satisfaga esta ecuacion entonces el
sistema es capaz de mantener oscilaciones en esa frecuencia y magnitud; esto es, el sistema exhibe un
comportamiento al ciclo limite. En general se puede encontrar mas de una combinacién y la oscilacion
resultante puede ser un ciclo limite estable o inestable.

Normalmente la ecuacidn caracteristica se investiga graficamente dibujando G(iw) y — 1/N(X), para
todos los valores de X en el mismo diagrama polar. Entonces el ciclo limite sucede a frecuencias y
amplitudes que corresponden a los puntos de interseccion de las curvas. Algunas veces los dibujos se pueden
evitar calculando el valor médximo de N(X) vy el valor de la ganancia asociada con G(s) que provocaréa que
suceda el ciclo limite.

I1l. Funcion descriptiva de un relé

La caracteristica no lineal de un relé se muestra en la figura 2, la que se puede representar por medio de
la funcién

-M, —n<t<0
Z(t)_{M, o<t<m ©

gue tiene como términos de expansion es serie de Fourier

Al sines inpar
b, = {nn' p (10)
0, sinespar

. - . . .z 4M -z
Si tomamos el primer término de la expansion b; = — podemos calcular los elementos de la ecuacion

(7), en donde A4, = % y ¢, = 0. De esta manera obtenemos la siguiente funcion descriptiva para el relé con

una sefial de entrada Xsen(wt)
4M
NGO =22 (11)
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