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Resumen: El siguiente trabajo desarrolla la resolucion de la ecuacion de ondas unidimensionales. Incluye los pasos para
realizar dicho proceso e incluye un ejemplo. Esto nos permite evidenciar la utilidad de las series de Fourier, mostrando una
de sus varias aplicaciones.
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I. INTRODUCCION

Una serie de Fourier es una serie infinita que converge puntualmente a una funcion periddica y continua a
trozos (o por partes). Dichas series, desarrollado por Jean Baptiste Joseph Fourier permiten analizar funciones
periddicas mediante la representacion de las mismas como sumas infinitas de funciones senoidales (es decir,
Senos y cosenos).

Fourier establecio que cualquier funcion periddica de periodo T=2L, es decir f(t) = f(t+T), continua a tramos
en [-L, L], tiene como representacion la serie:

fO~2+ 50, [[an cos ("T’“) + b,sin (”T’”)] (1.1)
Donde
ao =7 [., f@)dt (1.2)
an =7 2 () cos (%) dt (1.3)
by == [* f(t)sin ("T’”) dt (1.4)

O bien, como exponencial compleja:

inmt

f@) ~EnecwVne T (1.5)

Donde
1 (L _inmt
Vo= [1 f(®)e T dt (1.6)

II. ONDAS UNIDIMENSIONALES



Para empezar a desarrollar la tematica que nos interesa en este informe, primero debemos aclarar algunos
conceptos.

¢ Qué es una onda?
Una onda es una perturbacion del medio a través del cual se propaga. Por ejemplo, el sonido, las olas del
mar, la luz, etc. Y el medio puede ser de distintas caracteristicas como el agua, el aire, el vacio, etc.

Las ondas se pueden clasificar segin distintos criterios; en nuestro caso nos interesan las ondas
unidimensionales, es decir, aquéllas que se propagan a lo largo de una sola dimension del espacio.

Ahora, ;qué significa matematicamente una onda unidimensional?
Si consideramos una onda que se transmite a lo largo de una cuerda en el eje x, a una velocidad a y con una
amplitud u (que generalmente depende tanto de x y de f), la ecuacion de onda es:

2 (x,t) = 2 0 t 2.1
atzu X, =a axzu(x' ) ( . )

Veremos a continuacion que representar funciones como series de Fourier nos facilitara la resolucion de

dicha ecuacion.

I11. RESOLUCION DE LA ECUACION DE ONDAS

Para comenzar con la resolucion de la ecuacion de ondas (2.1), estableceremos como condicion de contorno
que la onda comience del reposo, es decir:

u(0,t) = 0 = u(m,t) (3.1
Luego proponemos como solucion una funcion de la forma
ulx, t) = X(x).T(t) (3.2)

Derivando y teniendo en cuenta que

0 0
EX(X) =0y aT(t) =0

Llegamos a que
2

a u
Wu(x,t) = X(x).T'"(t)

2

d
Wu(x, t) =X"(x).T(t)

Si volvemos a la ecuacién de ondas y reemplazamos con los resultados obtenidos

X” 1 T”
X(x).T"(t) = a®>. X" (x).T(t) - X((xx)) == T((tt)) — 2

Con A € R, tenemos las siguientes ecuaciones
X'(x)+ Xx) =0 (3.3) y T"(t) + a®?AT(t) = 0 (34)

Ademas sabemos que u(0,t) = X(0).T(t) = 0, de lo que se deduce X(0) = X(m) = 0. Ya que si esto no se
cumpliera obtendriamos T (t) = 0, lo que resultaria contradictorio.



Luego, para facilitar la resolucion, asumiremos a = 1.

Resolviendo (3.3), llegamos a que en este caso la solucion general esta dada por
Xx) =« cos(ﬁx) + B sin(vax)

Que junto a las condiciones de contorno (3.1) para X nos dan las soluciones

X, (x) =sin(nx), A, = n?

Por otro lado, resolviendo (3.4),
T"(t) + n*T() =0

T.(t) = A, cos(nt) + B, sin(nt)
Entonces, una solucion de nuestra ecuacion con las condiciones de contorno esta dada por
u, (x,t) = [4, cos(nt) + B, sin(nt)]. sin(nx)
Como la ecuacion de ondas es lineal y homogénea entonces su solucion general sera de la forma:
u(x, t) = Yoo up(x, t) = Yooq[4, cos(nt) + B, sin(nt)]. sin(nx) (3.5)

Para poder calcular los coeficientes A, y B, vamos a establecer:

u(x,0) =f(x) = Z A, sin(nx)

%u(x, 0)=gkx)= Z nB,, sin(nx)

n=1

Y extendemos ambas funciones de manera impar en el intervalo [-m, ©], de manera que podamos
desarrollarlas como series de Fourier; sabiendo que dichas series seran absoluta y uniformemente convergentes.
Entonces obtenemos:

A, = % f;f(x) sin(nx) dx (3.6)

B, = iﬂ fong(x) sin(nx) dx (3.7

n

IV. EJEMPLO

Supongamos que el perfil inicial de una cuerda viene dado por la funcion

Ax
7 0<x<a
fl) = A( — x)

— a<x<m
T—a

Y que inicialmente se encuentra en reposo, g(x)=0. Calculamos los coeficientes utilizando (3.6) y (3.7), que
resultan:



2 (" i _ 2Asin(an)
A, = - J; f(x) sin(nx) dx = PP To— T—a
B,=0

Reemplazando en (3.5) encontramos que la solucion de nuestro ejemplo es:

u(x,t) = a(nzf D nZl sinTE;m) cos(nt) sin(nx)

V. CONCLUSIONES

Las series de Fourier constituyen una herramienta util para la resolucion de diversas problematicas. Aunque
aparentemente su calculo parezca complejo nos permiten reducir funciones complejas a una suma de senos y
cosenos, facilitandonos el trabajo en ciertas ocasiones.
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