Aplicacion de la Transformada de Laplace: Respuesta de Frecuencia.
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Resumen: La transformada de Laplace es una herramienta matematica muy Util en electrénica ya que gracias a ella el
comportamiento de sistemas electrénicos complejos puede describirse usando ecuaciones ordinarias en lugar de ecuaciones
diferenciales. En este informe, se hara una breve explicacion sobre la utilizacion de la Transformada de Laplace con respecto
a la Respuesta de Frecuencia de un sistema, y se presentara un ejemplo concreto en el cual se determinara la respuesta a la
frecuencia de un Filtro RC.
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I. INTRODUCCION

La transformada de Laplace cuenta con diversas aplicaciones. Una de las mas importantes, es que permite la
resolucién de ecuaciones diferenciales, lineales mediante la transformacion en ecuaciones algebraicas, con lo
cual se facilita su estudio.

El &mbito de aplicacién de esta transformada no queda reducido a los sistemas electrénicos. El
comportamiento de cualquier sistema lineal, sea del tipo que sea, queda completamente descrito mediante las
ecuaciones ordinarias obtenidas a través de la transformada de Laplace.

A continuacién se define la Transformada de Laplace de una funcion f(t):

F(s) = £(f(0)) = f e=f(t)dt

Cabe destacar que no siempre es necesario calcular la integral, dado que esto puede hacerse por medio de
propiedades y una tabla de manera mas simple.

Los métodos de respuesta de frecuencia proveen una herramienta grafica para el andlisis y disefio de
sistemas. Estos métodos se han desarrollado a partir de consideraciones préacticas, y como tales todavia son
usados ampliamente por los ingenieros proporcionando grandes conocimientos sobre el comportamiento del
sistema.

Il. DESARROLLO

La funcion de trasferencia de un sistema lineal e invariante en el tiempo (LTI), se define como el cociente
entre la transformada de Laplace de la salida y la transformada de Laplace de la entrada, bajo la suposicion de
que las condiciones iniciales son nulas.
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Figura 1: Diagrama en bloque de la funcion de transferencia.



A. Respuesta de Frecuencia

La respuesta de frecuencia puede obtenerse facilmente de la funcién de transferencia del sistema G(s)
reemplazando s por jw.
Considerando el sistema ilustrado en la Figura 1 con funcién de transferencia:
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Cuando la entrada es una sefial senoidal

u(t)= A sen (wt)

)

aplicada en el tiempo t=0, la respuesta del sistema x(t) para t=0 esta determinada por:

X(s)= G(s) L{A sen( wt)}

®)

Esto es,
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Y expandiendo en fracciones simples obtenemos:
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Aplicando la transformada inversa de Laplace, la respuesta del sistema x(t), t= 0, esta dada por:

n
X(t) = a1/ + a,e /9t + Z B;ert
i=1

(6)

En la préctica, en general estamos interesados con sistemas que son estables, para los cuales los polos p; con
i=1,2,..,n, de la funcién de transferencia G(s) estan en la mitad izquierda del plano s. En consecuencia, para
sistemas practicos los términos en el dominio del tiempo f;e?*con i=1,2,...,n tienden a cero conforme t crece y
no contribuiran a la respuesta en estado estacionario X, () del sistema. Asi, para sistemas lineales estables, esta
Gltima est& determinada por los dos primeros términos como:

x,,(t) = a;e/9T+ a,e IOt
_ N ()
Luego, usando la regla del “encubrimiento” (cover-up) para determinar los coeficientes @; y @, en la
expansion de fracciones parciales y expresando G(jw) en forma polar, obtenemos el siguiente resultado:

%0 (t) = AlG(jw)|sen(jo + arg G(jw))
®)
Esto indica que si un sistema lineal estable con funcion de transferencia G(S) esta sujeto a una entrada
senoidal, entonces:

a) La respuesta en estado estacionario también es una senoidal con la misma frecuencia w de entrada;
b) La amplitud de esta respuesta es |G (jw) | veces la amplitud A de la entrada senoidal: se dice que la entrada
est4d amplificada si |G (jw)| =1y atenuadassi |G (jw)| <1;



¢) El corrimiento de fase (diferencia de fase) entre la entrada y la salida es argG (jaw). Se dice que el sistema se
adelanta si argG (jw) =0y que se atrasa si argG (jw) < 0.

Las variaciones tanto en la magnitud |G(jw)| como en el argumento arg G (jew) cuando varia la
frecuencia w de la entrada senoidal constituyen la respuesta de frecuencia del sistema, la magnitud |G (je) |
representa la ganancia de amplitud o razén de amplitud del sistema para entrada senoidal con frecuencia w vy el

argumento arg G (jew) representa el corrimiento de fase.

B. Impedancia de un condensador. Respuesta en frecuencia

La impedancia es una magnitud que establece la relacion (cociente) entre la tensiony la intensidad de
corriente. Tiene especial importancia si la corriente varia en el tiempo, en cuyo caso, ésta, la tension y la propia
impedancia se describen con nimeros complejos o funciones del analisis armonico.

Sabemos que en un condensador el voltaje entre sus placas es proporcional a la carga almacenada e
inversamente proporcional a la capacidad. Ademas podemos expresar la carga como la integral de la corriente
que entra al condensador a lo largo del tiempo, de modo que obtenemos:

v(0) =¥ Cu(®) =%fi(t)dt
9)
Ahora aplicamos la transformada de Laplace:
1 V 1
V) = 5§ 2O =T =
(10)

En el dominio de la transformada de Laplace la impedancia del condensador es 1/Cs.
Para ver como depende la impedancia del condensador con la frecuencia sustituimos s por jw en “10” y
obtenemos:

1
Z(w) = =——
@) =g
(11)
que es la impedancia de alterna del condensador.
C. Ejemplo
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Figura 2: Filtro RC y su correspondiente diagrama de Bode

Vamos a analizar este circuito en busca de su funcion de transferencia, esto es: la ecuacion que relaciona el
voltaje de salida con el de la entrada. La tension de salida, v, es el voltaje del condensador, de modo que
podemos escribir:


http://es.wikipedia.org/wiki/Tensi%C3%B3n_(electricidad)
http://es.wikipedia.org/wiki/Intensidad_de_corriente_el%C3%A9ctrica
http://es.wikipedia.org/wiki/Intensidad_de_corriente_el%C3%A9ctrica

q(t) _ [iDdt _ [[wi(t) —w(e)]dt

w® = C RC
(12)
Y aplicando la transformada de Laplace obtenemos:
Vi(s) = V(s) 1y Vs W 1
W) =5 MS)(“FE)_ RCs '’ VE-(s)_H(S)_lJFE
(13)

Al mismo resultado llegamos si simplemente consideramos el circuito como un divisor de tensién y en su
ecuacion usamos la impedancia del condensador de “10”:

%_(S)= H(s) =

1
ZC _ /Cs = 14 1
Vi(s)

Zp+Z: R+ lf(:s RCs

(14)

La respuesta en frecuencia del filtro se obtiene sustituyendo s por jw en su funcién de transferencia, H(s). El

resultado es un valor complejo que se puede descomponer en una magnitud y una fase (la magnitud muy
habitualmente se expresa en decibelios: dB(|H(jw)|) = 20lag,q [H(wW))):

. B 1
el = V1+R2CZa?
(15)
¢(H(jw)) = —arctan(RCw)
(16)

Diagrama de Bode asintético: Si w es pequefia la magnitud vale aproximadamente 1 (0 dB). Por el
contrario, si w es grande la magnitud se puede aproximar por 1/RCw, de modo que ésta decrece de forma
inversamente proporcional a la frecuencia (pendiente de -20 dB/década: dB(JH(j «)|) = dB(1/RC) 20 log10w).
Finalmente, la magnitud vale 1/+/2(-3.01 dB) para w =1/RC.

La fase de la funcion de transferencia comienza valiendo 0° para @ pequefias, vale justo -45° para w=1/RC
y -90° para frecuencias altas.

I11. CONCLUSION

La transformada de Laplace es una herramienta muy Gtil en el &mbito de la electronica, ya que gracias a ella
problemas complejos pueden expresarse de manera mas sencilla, especificamente el andlisis de sistemas
dinamicos lineales, que una vez estudiado su comportamiento se puede proceder a disefiar y analizar los sistemas
de control de manera simple.

Ademéds, la utilizacion de la transformada de Laplace para la respuesta de frecuencia de un sistema es
primordial, pues esto se ha demostrado claramente en el ejemplo practico en el cual el sistema es un filtro RC.
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