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Resumen: Toda funcion analitica genera un par de funciones armonicas. El problema de encontrar una funcion que
sea armoénica en una region especifica y que satisfaga las condiciones de frontera prescritas es uno de los problemas
mas viejos y mas importantes en las ciencias basadas en la ingenieria. Algunas veces la solucion puede ser encontrada
por medio de un mapeo conforme definido por una funcion analitica.
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I. INTRODUCCION

El método de la transformacion conforme ha sido y es utilizado en la solucion de problemas de la
fisica matematica gobernados por la ecuacion de Laplace, ya que ésta es invariante cuando se aplica la
transformacion. Dichas aplicaciones pueden ser definidas con “usos tradicionales” del método de
transformacion conforme.

Por otra parte, la metodologia ha sido utilizada con éxito y por cerca de medio siglo en la solucion de
ciertos problemas planos de la teoria matematica de la elasticidad. Pero en las dos ultimas décadas el
método de transformaciéon conforme, usado por primera vez por Ptolomeo hace 1800 afios, ha sido
empleado en problemas diversos de la ciencia y la tecnologia: acustica, vibraciones de medios continuos,
problemas no estacionarios de la teoria de la difusion, etc.

Las propiedades de una funcion real de una variable real se reflejan en su grafica. Pero para w = f{z),
con z y w complejos, no es posible hacer una grafica analoga, porque cada uno de esos numeros
complejos esta en un plano, no en una recta. No obstante, se puede representar cierta informacion parcial
de la funcidén indicando pares de puntos correspondientes z = (x, y) y w = (u, v). A tal fin, se dibujan por
separado los planos de z y w. Cuando se piensa de ese modo en una funcion, se habla de transformacion.

II. TRANSFORMACIONES CONFORMES

En matematica, una transformacion conforme es la que preserva angulos.
Mas formalmente, una transformacion

w = f(2)

se dice conforme (o que preserva angulos) en z,. Las transformaciones conformes preservan tanto los
angulos como las formas de las figuras infinitesimalmente pequeflas, pero no necesariamente su tamafio.



III. USOS DE LAS TRANSFORMACIONES CONFORMES

Si una funcion es armoénica — es decir si satisface la ecuacion de Laplace (V2f = 0)- en cierto espacio
particular, y es transformada por medio de una transformacion conforme en otro espacio, la funcioén
transformada también es armodnica. Por esta razon, cualquier funcidon que esté definida por medio de un
potencial puede ser transformada por medio de una transformacion conforme y aun seguir siendo
gobernada por un potencial. En fisica existen multiples ejemplos de tales funciones, entre ellas los
campos electromagnéticos, los campos gravitacionales, y en dindmica de los fluidos, los flujos
potenciales, que son una aproximacion de los flujos de fluidos suponiendo densidad constante, viscosidad
nula y flujo irrotacional.

Las transformaciones conformes son de gran utilidad para resolver problemas de la ingenieria o la
fisica que pueden ser dificultades en su geometria. Escogiendo una transformacion adecuada, el problema
puede simplificarse transformando la region en la que se plantea el problema en otra de geometria mas
“accesible”. Por ejemplo, si se desea calcular el campo eléctrico E(z) proveniente de un punto de carga,
ubicado cerca de una esquina de dos planos conductores separados por cierto dngulo (donde z es la
coordenada compleja de una punto en el espacio bidimensional), utilizando una transformacién conforme
muy simple el angulo es transformado (mapeado) en uno de II (pi) radianes, haciendo que el angulo entre
los planes se transforme ahora en una linea recta (gormada por las dos semirrectas opuestas). En este
nuevo dominio, el problema es de muy facil resolucion.

IV. TRANSFERENCIA DE CALOR

Para un problema de transferencia de calor las curvas de nivel de una funcién armoénica corresponden
a las isotermas, y una derivada normal cero corresponde al aislamiento térmico. Para ilustrar estas ideas,
consideramos el problema simple de transferencia de calor en estado estacionario que se muestra
esquematicamente en la figura 1.

Se tiene una tuberia cilindrica con cavidad cilindrica descentrada por la que pasa el vapor a 100° C.
La temperatura exterior de la tuberia es de 0° C. El radio del circulo interior es o del radio de circulo

exterior, asi que si elegimos el radio exterior como unidad de longitud, el problema puede ser formulado
como el de encontrar una funcién armonica T(u, v) tal que

Figura 1 - Diagrama esquematico del problema de transferencia de calor.
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Figura 2 - mapeo w = (z-3)/(3z-1)
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en la region entre los circulos |z| =1y |z—03| =03,y T =0 sobre|z| =1y T =100 sobre

|z—0.3] =0.3.
El mapeo
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transforma el circulo en el circulo |z| = 1 en el circulo |w| = 1 y el circulo |z — 0.3| = 0.3 en el circulo
|w| = 3 como se muestra en la figura 2.

Asi el problema es transformado en un problema de simetria axial en el plano w que consiste en
encontrar una funcion armonica T(u,v) =100 en |[w|=1 y T(u,v) =0 en |w| = 3. Las funciones
armonicas con tal simetria axial tienen la forma general

T(u,v) = Aln(u? + v%) + B, 3)
donde A y B son constantes.

Aqui requerimos, ademas de la simetria axial, que T(u,v) = 100 en u? + v2 =1y T(u,v) = 0 en
u?+v2=9.Asi B=100 y A= —100 In9, y la solucién en el plano w es

1001In[1 — In(u? + v?)] 4
In9

T(u,v) =

Necesitamos la solucion en el plano z, que en general significa que tenemos que obtener u y v en
términos de x y y. Aqui, sin embargo, es un poco mas facil ya que u? + v? = |[w?| y

(z=3)° _ 1z—3) (x—3)2+y? (5)

Bz-1Dl |Bz=12 (3x —1)2+9y2

lw?| =

Asi

(6)



TGoy) = 1og (1 =l = 3)7 + 3]~ nl(3x - D7 +920)

De la ecuacion (6) podemos obtener la temperatura en funcion de las coordenadas x, y.

V. CONCLUSIONES

Se demuestra en este informe la gran utilidad de las propiedades de las transformaciones conformes a
la hora de la resolucion de problemas ingenieriles. Es cuestion de encontrar la transformacion adecuada, y
puede trabajarse en un campo transformado mas “cémodo” y asi facilitar la resolucion del problema,
luego se anti transforma a nuestro campo de trabajo (real), y se obtiene la solucion en funciéon de nuestros
parametros iniciales.
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