Disefio de filtros analogicos
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Resumen: En este trabajo se analiza la representacion y disefio de un sistema que opera con sefiales de entrada y produce
sefiales de salida con propiedades especificas. Los filtros se utilizan especialmente para remover una componente o
caracteristica no deseada de una sefial, generalmente para suprimir interferencias o reducir el ruido. También son utilizados
en procesamiento de imagenes. Su estudio implica la aplicacion de la Transformada de Laplace. En particular, se analiza el
comportamiento de un filtro que permite el paso de sefiales de frecuencias menores a una frecuencia determinada y atenda las
demas (filtro ideal pasa bajas).
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I. INTRODUCCION

En el siguiente trabajo se presentan las ideas matematicas que son utilizadas en el disefio de un filtro. Un
filtro es un dispositivo capaz de procesar una sefial de entrada de manera que la sefial de salida dependa, de
forma predeterminada, de la frecuencia de dicha sefial de entrada. Los filtros analdgicos operan con sefiales que
son continuas en el tiempo, tanto las de entrada como las de salida (a diferencia de los filtros digitales, que
operan con sefiales discretas). Se desarrollaran a continuacion los conceptos de partida que luego se aplican en el
trabajo.

A. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace de una funcidn f(t) estd definida por la expresion
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La principal utilidad de la transformada de Laplace es que transforma ecuaciones diferenciales en el dominio
t (tiempo) en ecuaciones algebraicas en el dominio s (frecuencia), por lo que resulta ser una herramienta muy
atil. La transformada de Laplace encuentra una aplicacion especial en el campo de las sefiales y el analisis de los
sistemas lineales. Cuando un sistema es sujeto a una excitacion (entrada), produce una respuesta (salida) (figura
1). Cuando la entrada u(t) y la salida x(t) son funciones de una sola variable t, que representa el tiempo, es
normal referirse a ellas como sefales.

u(t) X(t)
= SISTEMA -
Entrada o Salida o
excitacion respuesta

Figura 1. Representacion esquematica de un sistema

B. Funcién de Transferencia

La funcién de transferencia de un sistema lineal invariante en el tiempo esta definida como la razén de la
transformada de Laplace de la salida del sistema (o funcion de respuesta) y la transformada de Laplace de la
entrada del sistema (o funcidn de fuerza). Una funcion transferencia G(s) siempre puede expresarse como:
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Donde Q(s) = 0 es llamada ecuacion caracteristica del sistema, su orden determina el orden del sistema y sus
raices se conocen como los polos de la funcién transferencia.

Por ultimo, resulta importante caracterizar la estabilidad de un sistema. Un sistema estable es uno cuya
respuesta, en ausencia de una entrada, se aproximara a cero conforme el tiempo tiende a infinito. La estabilidad
es una propiedad que depende del propio sistema, y no de la funcion de fuerza.

II. DISENO DE UN FILTRO IDEAL PASA BAJAS

Los filtros analégicos se clasifican de acuerdo a su capacidad de pasar o rechazar sefiales de diferentes
frecuencias. Un filtro ideal pasa bajas pasa perfectamente las sefiales 0 componentes de sefiales de frecuencias
menores que la frecuencia de corte w.. Arriba de w, la atenuacion es perfecta, lo que significa que aquellas
sefiales cuya frecuencia esté por arriba de esa frecuencia de corte no pasan por el filtro.

El problema se encuentra en determinar un sistema cuya respuesta en amplitud se aproxima a la respuesta
ideal de un filtro pasa bajas. Se considera una de las soluciones posibles a este problema: los filtros de
Butterworth.

La respuesta ideal del filtro pasa bajas esta dada por

lw| < w, (3)
|w| = w,
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La aproximacion de Butterworth a esta respuesta ideal es

|H(jw)| = )

Notese para esta Gltima expresion que cuando n tiene a infinito, |[H(jw)| tiende a 1 si |w| < w, y a 0 si
|lw| > w,, por lo que para valores grandes de n se trata de una buena aproximacion a la respuesta deseada (ver la
figura 2). Luego, (4) también puede expresarse como:
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Figura 2. (a) Respuesta en frecuencia de un filtro ideal pasa bajas. (b) Respuesta en frecuencia del filtro de
Butterworth, con n variable.



Se asume que el sistema resultante es estable. Ademas debe cumplirse
IH(Gw)I* = H(jw)H(w) (6)
Si H(jw) tiene coeficientes reales (y asi es realizable), entonces
H(w) = H(~jw) )
Haciendo ademas un reemplazo s = jw, la expresion inicial dada en (5) queda:
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Luego, se busca separar H(s) de H(-s) de tal manera que H(s) represente la funcién de transferencia de un

sistema estable. Para ello, se hallan los polos de la funcién, que son aquellos s tales que
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Dando como resultado
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Segun observa en la figura 3, en cada caso existen 2n polos igualmente distanciados alrededor del circulo de
radio w.. También resulta notable que no hay polos en el eje imaginario. De acuerdo con la simetria observada,
si s = s, es un polo de H(s)H(-s), también lo es s = -s,. Entonces, podemos seleccionar como polos
correspondientes a la funcién de transferencia H(s) a aquellos que se encuentran en el semiplano izquierdo. Los
polos restantes son de H(-s). Luego, a partir de (8), cuando n = 1:
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Eligiendo al polo s = -w. como el Gnico polo de nuestro sistema:
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Figura 3: Ubicacion de los polosparan=1,n=2,n=3yn =5,



Procediendo analogamente para n = 2;

wc* (13)
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Se observa que el nimero n resultara ser el orden del denominador, que determinara el orden del sistema.
Por lo tanto, n se conoce como el orden del filtro de Butterworth. Una vez obtenida la funcion transferencia de
algunos filtros y alcanzada la idea matematica, se procede a su aplicacion. Esto involucra la especificacion de un
circuito que implemente el filtro disefiado.

A partir de (12), como H(s) es la funcidn de transferencia, Y (s) = H(s)U(s), entonces:
(s + 0 )Y(s) = 0 U(s) (15)

Aplicando la transformada inversa de Laplace (se supone una condicion inicial nula):
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Si fijamos y(t) = v¢(t), u(t) = e(t) y elegimos los valores de R y C tales que 1/RC = w,, obtendremos
1 1 (17
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Esto significa que el filtro de Butterworth de primer orden es realizable con un circuito RC.

I11. CONCLUSION

La transformada de Laplace resulta ser una herramienta muy Util en el modelado y disefio de filtros
analégicos. Su aplicacién permite simplificar la solucién a los problemas que se plantean. Sin embargo, no puede
decirse que resulte el método méas adecuado para el andlisis de todo tipo de sistemas, sino sélo para aquellos
donde las sefiales de entrada y salida son funciones de una variable continua de tiempo (denominados sistemas
de tiempo continuo).

Ademas, la correlacién inmediata entre las ideas matematicas analizadas y la construccion del sistema
mediante componentes de circuitos demuestra la gran capacidad de aplicacion practica en ingenieria.
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