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Resumen: La transformada de Laplace es una herramienta que puede utilizarse para resolver ecuaciones diferenciales
generadas por modelos dindmicos reales, cuyo comportamiento varia respecto al tiempo. En este trabajo se analizard la
aplicacion de la transformada de Laplace en el modelo de la suspension de un automoévil, donde su objetivo es absorber las
irregularidades del terreno por el que circula el vehiculo.

Palabras clave: Transformada de Laplace, control de proceso, suspension, funcion de transferencia.

I. INTRODUCCION

La transformada de Laplace es un tipo de transformada integral frecuentemente usada para la resolucion de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Debe su nombre al matematico francés Pierre-Simon Laplace, quien
continuo la investigacion realizada por Euler sobre integrales como soluciones de ecuaciones diferenciales.

Las aplicaciones practicas de la transformada de Laplace surgen a partir del trabajo del ingeniero inglés
Oliver Heaviside, quien descubri6 que los operadores diferenciales podian tratarse analiticamente como variables
algebraicas.

Para poder disefiar un sistema de control automatico, se requiere realizar un modelo dinamico del proceso
que se desea controlar. Esta representacion abstracta de un cierto aspecto de la realidad da lugar a ecuaciones
diferenciales que describen su comportamiento.

La transformada de Laplace facilita la resolucién de esas ecuaciones, permitiendo obtener una funcion
dependiente del tiempo, o una funcion de transferencia. Es decir, un modelo matematico que, a través de un
cociente, relaciona la respuesta de un sistema con una sefial de entrada o excitacion.

Y(s)
H(s) = XG)
Donde H(s) es la funcion de transferencia , a veces también notada como G(s). Y (s) es la transformada de
Laplace de la respuesta y X (s) es la transformada de Laplace de la sefal de entrada.
En el presente informe se desarrollara una aplicacion real de la transformada de Laplace y funcion de

transferencia: el modelo de suspension de los automoviles.

II. EL MODELO DE SUSPENSION DE LOS AUTOMOVILES

A. Antecedentes

Desde el tiempo de los carruajes, una preocupacion constante fue tratar de hacer mas comodos los vehiculos.
Los caminos empedrados eran una tortura para los ocupantes, pues cada piedra o irregularidad que las ruedas
pasaran se registraba donde se sentaban con la misma magnitud.

Las primeras soluciones fueron acolchar los asientos o poner resortes en el pescante del cochero, para
reducir esos impactos, pero el problema aun no se resolvia.

Fue asi como en el siglo XIX nacio el sistema de suspension: un medio elastico que ademas de sostener la
carroceria, asimila las irregularidades del camino.
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Figura 1: Diagrama de las suspension de una de las ruedas del automovil.

B.  Modelado del Sistema de Suspension

La suspension en un automoévil es el conjunto de elementos que absorben las irregularidades del terreno por el
que se circula para aumentar la comodidad y el control del vehiculo. El sistema de suspension actiia entre el
chasis y las ruedas, las cuales reciben de forma directa las irregularidades de la superficie transitada.

En este caso se disefiara el modelo del sistema de suspension de una de las cuatro ruedas para simplificar el
problema a un sistema de muelle-amortiguador multiple en 1 dimensién. Este sistema se muestra en la Figura 1.

Es un modelo para un sistema de suspension activo donde se incluye un accionador, capaz de generar la
fuerza de control U para controlar el movimiento del cuerpo del automovil. En el diagrama se incluyen las
siguientes abreviaturas:

M, es la masa correspondiente a 1/4 del automovil.
M, es de masa de suspension.
K, constante del muelle del sistema de suspension.
K, constante del resorte de la rueda y el neumatico.
b, constante de amortiguamiento del sistema de suspension
b, constante de amortiguamiento de la rueda y el neumatico.
U fuerza de control.
A partir de la ley de Newton y el diagrama mostrado, se pueden obtener las siguientes ecuaciones.

M; X{' = =by(X; — X3) —Ki(X; —X;) + U

M, X, = by (X1 — X3) + K1 (X; — Xp) + bz(W’ - X)) +K,(W—-X,)—-U

C. Analisis del Sistema

Aplicando la transformada de Laplace, y resolviendo algebraicamente, se obtienen las siguientes funciones
de transferencia. Se asume que las condiciones iniciales son cero, con el fin de representar la situacion en la que
la rueda del vehiculo sube un bache o irregularidad.

Cuando queremos considerar la entrada de control U(s) solamente, se fija W(s) = 0. Asi se obtiene la
funcién de transferencia G;(s) como sigue:

X1(s) — X(s)

Gi(s) = U(s)
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Grafico 1. Respuesta de G(s). Grafico 2. Respuesta de Gy(s).

(M, + M,)s* + b,s + K,

Gi(s) =

Cuando queremos considerar solo la entrada de la perturbacion W(s), se fija T(s) = 0. Asi se obtiene la
funcion de transferencia G,(s), como se muestra a continuacion:

X;(s) — X,(s)

Gy(s) = W(s)

_Ml b253 —Mlesz
(M, s* + bys + Ky) * (Mys? + (by + by)s + Ky + Kp) — (bys + Ky) * (bys + Ky)

Go(s) =

Cuando el automovil experimenta cualquier perturbacion de la carretera (es decir, agujeros, grietas y
pavimento irregular), el cuerpo del automovil no deberia tener grandes oscilaciones, y las oscilaciones deben
disiparse rapidamente. Dado que la distancia X1-W es muy dificil de medir, y la deformacion del neumatico
(X2-W) es insignificante, se utilizara la distancia X1-X2 en lugar de W como la salida en nuestro problema.

La perturbacion en la carretera (W) en este problema sera simulada por una entrada con la funcion escalon.

En el grafico 1 se puede apreciar la respuesta de G;(s) para una entrada de escalon unitario. Podemos ver
que el sistema no esta bien amortiguado; Los pasajeros del automovil sentiran pequefias oscilaciones y el
automovil tarda un tiempo inaceptablemente largo para alcanzar el estado de equilibrio (el tiempo de
establecimiento es muy grande).

En el grafico 2 se puede ver la respuesta para una entrada escalon de una perturbacion con magnitud 0,1 m.
A partir de este grafico se puede ver que cuando el automovil pasa un bache de 10 cm de alto en el camino, la
carroceria del mismo oscilara por un tiempo inaceptablemente largo (~ 50 segundos) con una amplitud inicial de
8 cm. Los pasajeros del automoévil no se sentiran comodos con una oscilacion de esa magnitud y por un tiempo
tan prolongado.

La solucion a estos problemas es afadir un controlador PID de retroalimentacion en el sistema para mejorar
el rendimiento.

D. Diserio del controlador PID

Se utilizara las ecuaciones de G; y G, y el disefio del sistema presentado en la figura 2. La funcion de
transferencia del controlador es:
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Figura 2. Diagrama del Sistema con
un Controlador PID Grafico 3. Respuesta del Sistema

con el Controlador PID.

2
C(s) =K, +ﬁ+ Kys = Kas” *+ Kps + 4
s s

Donde Kp es la constante de proporcionalidad, Ki es la constante de integracion, y Kd es la constante de
derivacion. Para este ejemplo se usaron los valores de Kp=208025, Ki=832100 y Kd=624075. Cuando
simulamos la respuesta del sistema (la distancia de X1-X2) a la misma perturbacion del camino que se utilizo
antes, se obtienen los resultados del grafico 3.

En el mismo se puede ver como la amplitud de la oscilacion es de solo 9mm y el tiempo de establecimiento
es menor a 5 segundos. Con el controlador PID disefiado de esa manera se obtiene una buena amortiguacion.

IT1I. CONCLUSIONES

La transformada de Laplace puede ser utilizada para el analisis de sistemas dinamicos, tales como la
suspension de los vehiculos, la velocidad crucero, el control del motor y el funcionamiento de ABS, Air Bags, y
el control de climatizacion. Sin embargo, las aplicaciones de esta herramienta son mucho mas amplias, donde se
incluyen innumerables situaciones tanto industriales como domésticas.

En el presente informe se pudo apreciar un ejemplo concreto, la aplicacion de la Transformada de Laplace
en la suspension de los vehiculos.
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