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Resumen: En este informe se mostrara una de las aplicaciones de la transformada de Laplace, en este caso, se intentara
mostrar como se utilizan este tipo de operaciones en el calculo de la deformacién de una viga.
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I. INTRODUCCION

Los métodos de la transformada de Laplace pueden ser utilizados para resolver problemas con valores en la
frontera y, para mostrar esto, consideremos los métodos de dicha transformada para determinar la deformacion
transversal de una viga delgada uniforme debido a una carga. En este documento, se intentara mostrar como son
aplicadas las transformadas de Laplace para obtener deformaciones de vigas al aplicarle una carga en diferentes
posiciones.

Il. TRASFORMADA DE LAPLACE EN DEFORMACIONES DE VIGA

Consideremos una viga delgada de longitud L y sea y(x) su desplazamiento transversal, a una distancia x
medida desde uno de los extremos, de la posicién original debido a la carga. En la figura 1 esta ilustrada esta
situacion, con el desplazamiento medido hacia arriba. Entonces, de la teoria elemental de las vigas, tenemos

daty
EI m = W(X) (1)

Donde W(x) es la fuerza transversal por unidad de longitud, considerando la direccion positiva hacia abajo y
El es la rigidez de flexion de la viga (E es el modulo de elasticidad de Young e | es el momento de inercia de a
viga alrededor de su eje central). Se supone que la viga tiene propiedades uniformes de elasticidad y una seccion
transversal uniforme en toda si longitud, asi que tanto E como | se toman como constantes.

La ecuacidn 1) se escribe algunas veces como
dty
EI@ = W(X) (2)
Donde y(x) es su desplazamiento transversal medido hacia abajo y no hacia arriba como en (1).
En los casos cuando la carga es uniforme a lo largo de toda la longitud de la viga, esto es, W(x)= constante,
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Figura 1 : Deflexién transversal de una viga: (a) posicién inicial, (b)
posicion desplazada.



(1) se puede resolver facilmente con las técnicas normales del calculo integral. Sin embargo, cuando la carga no
es uniforme, los métodos de la transformada de Laplace tienen una ventaja importante, ya que haciendo uso de
las funciones unitarias Heaviside y de las funciones impulso, el problema de resolver (1) independientemente
para varias secciones de la viga puede evitarse.

Aplicando la transformada de Laplace en todo (1) se tiene

EI[s*Y(s) — s®y(0) — s?y;(0) — sy,(0) — y3(0)] = —W(s) 3)
Donde

d d? d3
y1 0= () v 0=(5) v 0=(32)
Y pueden interpretarse fisicamente como sigue:

Ely; (0) Es la fuerza cortante en x=0
El y, (O)Es el momento de torsion en x=0

y1 (0) Es la pendiente en x=0
y (0) Es la deflexién en x=0
Resolviendo 3) para y(s) llegamos a
-Wi 0 1(0 2(0 3(0
Y(S): EIs(:)+ %)+ys(2)+ys(3)+ysi) (4)

Asi, se necesita encontrar cuatro condiciones de frontera e idealmente deben ser la fuerza cortante, el
momento de torsién, la pendiente y la deflexion en x = 0. Sien embargo, estas condiciones de frontera no
siempre estan disponibles.

Estas condiciones de frontera usualmente estan indicadas en condiciones fisicas de la siguiente manera:

a. Lavigaesta libre, o simplemente, sostenida en ambos extremos, indicando que tanto el momento de

., ., - d?
torsion como la deflexidn son cero en ambos extremos. Asiy = (KZ) =0enambos x =0y x =1 (donde
[ es la longitud de la viga).
b. Enambos extremos la viga esta sujeta o construida en una pared. De esta manera, la viga esta horizontal
. d
en ambos extremos, asi que y = d—i =0enambosx=0ex=1.

c. Laviga esta volada con un extremo libre (esto es fija horizontalmente en u extremo, con el otro extremo
libre). En el extremo fijo (supongamos x = 0)

d . -
y= d—z =0enx =0,y el extremo libre (x =1), como tanto la fuerza cortante y el momento de torsién son
cero,

(£)- () o=t

Si la carga no es uniforme a lo largo de toda la viga, se hace uso de las funciones escalén Heaviside y de las
funciones de impulso para especificar W(x) en (1).

Por ejemplo, un peso uniforme w por unidad de longitud sobre la porcién de la viga X = x;a X = X, X, S€
especifica como wH (x- x;) — wH (X- x,), y un peso puntual w en x= x; se especifica como wé (X- x;).

I11. APLICACION DE LAS TRANSFORMACIONES DE LAPLACE PARA CALCULO DE DEFORMACIONES
DE VIGA

A continuacion trataremos de encontrar la deflexion de una viga sostenida simplemente en sus extremos x =
0y x =1, conun momento de torsién bajo su propio peso M uniformemente distribuido y una carga W

1
concentrada en x = ;l.
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Figura 2
Cargando

M 1
W() = THG) +Ws (x - E) “R,8(0)

Donde R; = %(M +W)

Por lo que la funcién de la fuerza es
M 1 M+ W)
W0 = THG) + WS <x _ —) 56— —
Con la transformada de Laplace
M M+ W
W(S) = E + We_ls/2 - %

Ya que el haz es de libre apoyado en ambos extremos

y(0) =y2(0) =y(1) =y2(1) = 0
Y la ecuacion transformada (4) se convierte en

Y +
() = EI llsS 2 s2 s
Tomando transformadas inversas da

M W_I;_(M+W> ] y1(0) | ys(0)
s4

1M, 1 I, 1 1 ;
y(x) =ﬁ[ﬁx +gW(X—E) H(X—E>——(M+W)x ]+y1(0)x+gy3(0)x

Parax>%
()—1[ s lwa- o L maw |+ + 1y
Y =gy |z TV 13 X7 | +y1(0)x + 2y3(0)x

209 = 51|23
y(1) = 0 Entonces tenemos y5(0) = 0y y(I) = 0 nos da

M
—x?+ W(x ——) ——(M +W)x] + y3(0)x

MIS+W13 L 1w13 +y,(0)1
TEl|24 T 24 12 Y1
y,(0) = —[ MIZ + iwﬁ]
1 Ell24 16

Entonces como resultado

3

2 1 1
Mx* + 8W (X - —) H (X - —) —4(M + W)x> + (2M + 3W)I*x

&) = Zgm1 [1 2 2



IV. CONCLUSION.

En este informe se aplica el método de la transformada de laplace en éareas que en un principio no es facil
notar su aplicacion, como lo es la deformacién de vigas.

De esta manera nos podemos dar una idea del poder que tienen estas transformaciones, ya que nos simplifica
mucho al momento de calcular los movimientos inmediatamente después de aplicar cargas en diferentes
posiciones, como en este ejemplo a una viga, en la cual podemos calcular sus desplazamientos respecto del
tiempo, lo que nos da una idea de la deformacion que posee la misma a consecuencia de la carga aplicada. Y,
mediante la introduccion de funciones impulsivas, podemos modelar este instante, en el que se aplica la carga de
una manera mas simple, sin considerar situaciones anteriores.
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