Transformada de Laplace: Deformacion de vigas
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Resumen: En el presente informe se explicara cémo utilizar la transformada de Laplace y sus propiedades para determinar la
deformacion de una viga uniforme efectuada por una carga, intentando interpretar matematicamente dicho fenémeno fisico.
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I. INTRODUCCION

Los métodos de la transformada de Laplace pueden ser utilizados para resolver problemas con valores en la
frontera y, para mostrar esto, se consideran los métodos de dicha transformada para determinar la deformacién
transversal de una viga delgada uniforme debido a una carga.

Il. TRANSFORMADA DE LAPLACE EN DEFORMACION DE VIGAS

Consideremos una viga delgada uniforme de longitud | y sea y(x) su desplazamiento transversal, a una
distancia x medida desde uno de los extremos, de la posicion original debido a la carga (figura 1). Entonces, de la
teoria elemental de las vigas, tenemos
d*y
dx*

El— = -W(x) 1)

Donde W(X) es la fuerza transversal por unidad de longitud, considerando la direccidn positiva hacia abajo y El
es la rigidez de flexion de la viga (E es el médulo de elasticidad de Young e | es el momento de inercia de la viga
alrededor de su eje central). Como suponemos que la viga tiene propiedades uniformes de elasticidad y una seccion
transversal uniforme en toda si longitud, tanto E como | se toman como constantes. La ecuacién (1) algunas veces
se escribe como

EISY = w(x) @)

Donde y(x) es su desplazamiento transversal medido hacia abajo y no hacia arriba como en (1).
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Figura 1 : Deflexion transversal de una viga : (a) posicion inicial ; (b) posicion desplazada



En los casos cuando la carga es uniforme a lo largo de toda la longitud de la viga, esto es, W(x)=cte, (1) se
puede resolver facilmente con las técnicas del calculo integral. Mientras que, si la carga no es uniforme, los
métodos de la transformada de Laplace tienen una ventaja importante, ya que haciendo uso de las funciones
unitarias de Heaviside y de las funciones impulso, el problema de resolver (1) independientemente para varias
secciones puede evitarse.

Aplicando la transformada de Laplace a ambos miembros en (1) se tiene

El[s*Y(s) — sy(0) — s%y,(0) — sy,(0) —y3(0)] = —W(s) 3
Donde
nO@® =3 w0 =35 n0=9%

Interpretacion fisica:

Ely;(0) Es la fuerza cortante en x=0.
Ely,(0) Es el momento de torsion en x=0.
v,(0) Es la pendiente en x=0.

v (0)Es la deflexién en x=0.

Resolviendo (3) para Y(s) llegamos a
Y(s) = _we +w+3’1(0) + ¥2(0) + ¥3(0) 4)

Els* s s2 s3 s4

Asi, se necesita encontrar cuatro condiciones de frontera e idealmente deber ser la fuerza cortante, el
momento de torsion, la pendiente y la deflexion en x=0. Sin embargo, en la préctica estas condiciones de
frontera no siempre estan disponibles. Algunas de ellas son conocidas, pero otras estan especificadas en puntos
distintos de x=0 a lo largo de la viga.

Las condiciones de frontera usualmente estan indicadas en condiciones fisicas tales como la siguiente:

a) La viga esta libre, o simplemente, sostenida en ambos extremos, indicando que tanto el momento de

., ., . d?y
torsién como la deflexion son cero en ambos extremos, asi que y = —z=0en x=0y x=I.

b) En ambos extremos la viga estéa sujeta o construida en una pared. De esta manera, la viga esta horizontal

en ambos extremos, asi que y = Z—Z =0enx=0y x=l.

c) La viga estd volada con un extremo libre (esto es, fija horizontalmente en un extremo, con el otro

. . d .
extremo libre). En el extremo fijo (x=0), y = d—i = 0 y en el extremo libre (x=I), como tanto la fuerza
., d%y d3y
cortante y el momento de torsion son cero = =0

Si la carga no es uniforme a lo largo de toda la viga, se hace uso de las funciones escalon de Heaviside y de
las funciones de impulso para especificar W(x) en (1).

I11. EJEMPLO DE APLICACION

En el siguiente ejercicio se determinara la deflexion transversal y(x) de una viga de longitud I, la cual esta
soportada en ambos extremos y se dobla bajo su propio peso W uniformemente distribuido y una carga P

1 . . -
concentrada en x = gl , como se indica en la figura 2:
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Figura 2

El origen se coloca en el extremo izquierdo de la viga y la deflexidn y(x) se mide hacia arriba desde la
horizontal en el nivel de los soportes. La deflexion y(x) esta dada por (1), teniendo en cuenta el peso W, la carga
Py las reacciones del soporte R1 y R2.

Suponiendo que W esta concentrado en el centro de la viga:
Rl = %Wl + gPl Entonces R; = %W + EP.

W(x) = TH(x) + P6 (x —gz) - GW + gp) 5(x)

Transformando a ambos lados:
W(s)=%+Pe - Cw+2p)

Como la viga esté sostenida libremente en los extremos, la deflexién y el momento de torsién son cero en
ambos extremos;

y=0enx=0yx =1

dZ

d——Oenx—ny—l

Entonces (4) se convierte en:

_ w P -ls 1 2 1 y1(0) | ¥3(0)
V) = -5 (etme B - Gw+ip)g) + P+
Aplicando la transformada inversa, se obtiene:
(x) = +1P( 1l3+H( 1) 1(1W+2P) 3)+ (O] +1 0)x3
yix (24lx e/ \* 3D *=3)76\gW t3P)* )t n(Ox+gys(0)x

Para obtener los valores de las constantes indeterminadas, utilizaremos las condiciones en la frontera x=I, a
saber y(1)=0y y2(1)=0. Para x>1/3I:

d’y 1 (Wwx* , ( 1 l) (1 W 2 P) e
dxz = EI\ 2l *73 gWH3P)x | +: (00
Tomando y,(l1) =0day;(0) =0y tomando y(l) = 0da:

! (1 wi3 +—Pl3 —in3 + = Pl3) +v,(0)[=0
" EI\24 81 12 1




Entonces:

© = lz(lw SP)
O ==g2a" e

Sustituyendo hacia atrés se obtiene y(x):

w 1 5 1
——(———x3+—lzx)——<—l2x——x3), 0<x<1/3l
y() = W(x4 1 1 ) P(19 1 1 1 )
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IV. CONCLUSION

Es evidente que, al momento de aplicar la trasnformada de Laplace, resulta mas simple y sencillo el
procedimiento para calcular la deformacion de la viga. Ademas, si se modifica la ubicacion de la carga sobre la
viga es posible utilizar la misma metodologia vista en este informe. Esto indica claramente que la aplicacion de
la transformada de Laplace en estos problemas, es una ventaja y una opcion muy viable al momento de
resolverlos.
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