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Resumen: Se pretende explicar de manera simple como aplicar contenidos de la teoria dictada en la materia Funciones de
Variable Compleja. Mas especificamente el tema de la transformada de Laplace, aplicada a filtros analogicos de pasa bajos
estos filtros permiten pasar una sefial a frecuencias bajas, rechazando el paso de las frecuencias altas.
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I. INTRODUCCION

Los métodos de la transformada de Laplace tienen un papel clave en el enfoque moderno al analisis y disefio
en los sistemas de ingenieria. El incentivo para el desarrollo de estos métodos fue el trabajo del ingeniero electri-
cista Oliver Heaviside que desarrolldo un método para la solucion sistematica de ecuaciones diferenciales ordina-
rias con coeficientes constantes. Heaviside estuvo interesado en la resolucion de problemas practicos y su méto-
do fue basado principalmente en la intuicion, faltandole fundamentos matematicos, motivo por el cual fue criti-
cado por los tedricos de su tiempo.

Debido a que trabajo en la practica, el método de Heaviside fue de gran aceptacion por parte de los ingenie-
ros, para la resolucion de gran cantidad de problemas, el método atrajo la atencion de los matematicos, quienes
se encargaron de justificarlo. La investigacion del problema continué por muchos afios antes de que finalmente
fuera reconocida la transformacion integral desarrollada por el matematico Pierre Simon de Laplace casi un siglo
antes proporcionaba los fundamentos teoricos del trabajo de Heaviside también fue reconocido que el uso de esta
transformacion integral proporcionaba una alternativa mas sistematica para la solucion de ecuaciones diferencia-
les que el método que habia propuesto Heaviside. Es este el tratamiento alternativo del tema la base del método
de la transformada de Laplace.

La transformada de Laplace es una herramienta matematica muy 1til en electronica ya que gracias a ella el
comportamiento de sistemas electronicos complejos puede describirse usando ecuaciones ordinarias en lugar de
ecuaciones diferenciales. El propoésito de utilizar una transformacion es generar un nuevo dominio en el cual sea
mas facil manipular el problema a ser investigado, para luego anti-transformarlo para llegar a los resultados
deseados en el dominio original. El &mbito de aplicacion de esta transformada no queda reducido a los sistemas
electronicos. El comportamiento de cualquier sistema lineal, sea del tipo que sea, queda completamente descrito
mediante las ecuaciones ordinarias obtenidas a través de la transformada de Laplace.

La transformacion propiamente dicha es la siguiente:

X(s) = L{x(t)} = fooo e St x(t)dt (1)

donde X (s)es la transformada de Laplace de x(t). Esta funcion se define para cualquier naimero complejo, s.

Los circuitos eléctricos pasivos son construidos con tres elementos basicos: resistores, capacitores e inducto-
res, con las variables asociadas corriente i(t) y voltaje v(t). Convencionalmente los mencionados elementos se
representan simbodlicamente como en la figura 1.

II. COMPORTAMIENTO DE UN FILTRO RC.

Para conocer el comportamiento de un capacitor en un filtro, primero debemos conocer como se comporta
este ante distintas frecuencias. Una vez conocido esto procederemos a analizar un filtro resistencia-capacitor en
serie (RC).
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Figura 1: (a) Resistor; (b) Capacitor; (c¢) Inductor

A.  Impedancia de un capacitor

Sabemos que en un condensador el voltaje entre sus placas es proporcional a la carga almacenada e inver-
samente proporcional a su capacidad. Ademas podemos expresar la carga como la integral de la corriente que
circula por el condensador a lo largo del tiempo, de modo que obtenemos:

ve(t) =28; v.(6) = 2 [i(e) dt )

Donde v, (t)es la tension entre los bornes del capacitor; q(t) la carga contenida en el capacitor; C la capaci-
dad y i(t) la corriente que circula por el capacitor.

Aplicamos la trasformada de Laplace a ambos lados de (2) utilizando las propiedades vistas durante el cur-
sado de la materia nos queda:

Ve(s) =

Donde V_(s) es la transformada de v.(t) y @ la transformada de [ i(t)dt.
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Conociendo que la expresion de la impedancia es Z = n donde Z es la impedancia, V la tension e [ la co-
rriente, nos queda que el capacitor tiene una impedancia de:

Vis) _ 1

ZC(S) =m—a (4)

En el dominio de la transformada de Laplace la impedancia del condensador es 1/ (s Para ver como depen-
de la impedancia del condensador con la frecuencia sustituimos s por jw en (4) y obtenemos:

Z(w) = —— (5)

Cjw

Donde w es la frecuencia de la tension; C la capacidad y j la unidad imaginaria, reemplaza la i convencional
ya que esta haria engorrosos los célculos al confundirse con la corriente.

B. Filtro RC

En la figura 2 podemos observar un filtro RC de primer orden. Vamos a analizar este circuito en busca de su
funcién de transferencia, esto es la ecuacion que relaciona el voltaje de salida con el voltaje de entrada. La ten-
sion v, es el voltaje del condensador. Para calcular la funcion transferencia comenzaremos calculando la co-
rriente que circula. Sabiendo que la impedancia de la resistencia es R tenemos que:

v (£) = i(8) - R+ < [ i(D)dt (6)

Aplicando la transformacion de Laplace a ambos miembros nos queda:
- . ) _ : S

Vin(s) = 1(s) - R+ 2= 1(s) - (R+ =)

in(s)
I(s) = 28 @)

(R+z5)

Conociendo I(s) podemos calcular con (3) el voltaje sobre el condensador.

Vin(s)

V(s) = BHEs) - Vi) .

C-s T R-Cs+1



Figura 2: Filtro RC de primer orden

Como mencionamos anteriormente la funcion transferencia es la relacion entre Vi, (s) y Vin(s); como
Vout (8) = V¢ (s), la funcion transferencia queda:
Ve(s) 1
Vin(s) ~ R-C-s+1

H(s) =

(©)

La respuesta en frecuencia se obtiene sustituyendo s por jw en su funcion de transferencia, H(s). El resulta-
do es un valor complejo que se puede descomponer en una magnitud y una fase (la magnitud muy habitualmente
expresada en decibelios: dB(|H(jw)|) = 20logo|H(w)]):

. 1
|H(w)| = JitR2C2002 (10)
¢(H(jw)) = —arctan (R C - w) (11)

C. Atenuacion del filtro

De la ecuacion (10) podemos observar que para frecuencias bajas, la magnitud de la funcion transferencia
vale aproximadamente 1, lo que nos hace intuir, de manera correcta, que la sefial de salida no es afectada en gran
parte por el filtro, y a medida que aumentamos la frecuencia de la sefial de entrada, la magnitud de la funcion
transferencia comienza a disminuir de manera inversamente proporcional a la frecuencia, depende de la funcion
que se le desea dar al filtro sera el limite al cual se considera el corte el filtro, en el caso de su utilizacion para
ecualizadores de audio, una atenuaciéon mayor a 0,7 se considera aceptable.

1

. 1
[H(w)| =m<\/—7 (12)

Esta atenuacion se da para una frecuencia de w = 1/(R - C). La cual si es superada el filtro més atenuara la
sefial. Por otro lado de (11) se puede calcular que para una frecuencia a la cual se produce que la funcion transfe-
rencia de 0,7, calculada en (12), la sefial posee un retraso de 45° respecto de la sefial de entrada.

I1TI. CONCLUSIONES

Como conclusion podemos decir que la transformada de Laplace simplifica los célculos, ya que al momento
de que uno observa la integral de la transformacion piensa que solo hara engorrosas las cuentas, pero debido a
sus propiedades y las existentes tablas de transformacion la hace una herramienta muy cémoda a la hora de tener
que trabajar con ecuaciones diferenciales y/o integrales.
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