Aplicacion de la transformada de Laplace a vibnaeso
mecanicas

Emanuel Fernandez
Estudiante de Ingenieria Electrénica
Universidad Nacional del Sur, Avda Alem 1253, B&PB Bahia Blanca, Argentina
ema.fernandeznovo@gmail.com
Agosto 2012

ResumenlLa transformada de Laplace es una técnica mateandtie forma parte de ciertas transformadas integral
tales como la transformada de Fourier y la transéaia de Hilbert. El siguiente informe pretende de#iar su uso
en la resolucién de ecuaciones diferenciales demiento en sistemas de traslacion.
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[. INTRODUCCION

El proceso de resoluciéon del cual se hara uso aahesttres pasos principales: En un principio,
reducir el problema complejo de resolver una ecuadiferencial un sistema de ecuacion diferensiale
resolver una ecuacion algebraica o un sistema mipeh el cual es mas sencillo, utilizando la
transformada de Laplace y sus propiedades. En w@wganda instancia, resolver el problema
manipulandolo algebraicamente y, por Ultimo, ldusdn al sistema algebraico es transformada en
sentido inverso para obtener asi la solucion dlproa dado.

En la mayoria de los casos, se obtiene una solutgdta formaY(s)z% donde P y Q son

polinomios en s. Para resolverlos es utilizadoeshdrollo de Heaviside, el cual indica expre¥és) en
términos de fracciones simples y luego antitramséordicha expresion.

El presente articulo tiene como objetivo demodfar a transformada de Laplace es una poderosa
herramienta aplicable a problemas de vibracionasnieas.

[l. TRANSFORMADA DELAPLACE
La transformada de Laplacg)( se define como:

[oe]

LIF@) = F(s) = [ e~ f(oyde
0
Dondef: R™ - R y existe para tods € R donde la integral converge.

La funcion originalf (t) se conoce como la transformada inversa o inver§d 9, es decir:
f@®) = L7HF(s)}
Sea:
f@®) & F(s) Vs>p
git) o G(s) Vs>gq
Propiedad delinealidad: Paraa, 8 € C
af(t) + Bg(t) & aF(s) + BG(s) Vs € max(p,q)

Propiedad de las derivadas:

f®@ & s"F(s) =s"f(0) == f7D(0)  Re(s) >p



[1l. VIBRACIONES MECANICAS

Los sistemas mecanicos de traslacién pueden s@losigaara modelar muchas situaciones e
involucran tres elementos bésicos: masas (en kilngs), resortes (en newton por metro) y
amortiguadores (en newton y segundo por metro).viaambles asociadas son el desplazamiento Xx(t)
(medido en metros) y la fuerza F(t) (en newton)figara 1 es una representacion de los tres element
béasicos nombrados anteriormente.
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Figura 1: Elementos componentes de un sistema nececd@ traslacion.

Considerando que los problemas tratados incluysortes y amortiguadores ideales (esto es, que se
comportan linealmente), las ecuaciones de fuedesglazamiento utilizadas son:
2
Masa: F = M(%x) = Mi (Ley de Newton)
ResorteF = K(x, — x;) (Ley de Hooke)

AmortiguadorF = B (ddi: - %) = B(%, — &%)

Donde M es la masa, K es la rigidez del resorteeg Bl coeficiente de amortiguamiento.

IV. EJEMPLO

El sistema mecanico de la figura 2(a) consisteasndasad/, = 1 y M, = 2, cada una atada a una
base fija por un resorte, con constaiife= 1 y K; = 2 respectivamente, y atadas entre si por un tercer
resorte con constantg = 2. El sistema es soltado desde el reposo en el dierap0 en una posicion en
la cualM, esta desplazada una unidad a la izquierda dessciggode equilibrio W, esta desplazada dos
unidades a la derecha de su posicién de equilibegpreciando todos los efectos de friccion, edibm
serd determinar las posiciones de las masas emgid t.

Seamnx, (t) Yy x,(t) los desplazamientos de las makgasy M, respectivamente desde sus posiciones
de equilibrio. Como todos los efectos de friccion despreciados, las Unicas fuerzas que actlae ksbr
masas son las fuerzas de restauracion debidasresimdes, como muestra la figura 2(b). Aplicatado
segunda ley de NewtonMy y M, respectivamente, se obtiene

M% = F, — Fy = Ky(x; —x1) — K1x4
Myx, = —F3 — F, = —K3x, — K5 (x; — %)

gue, sustituyendo los valores dados pésaM,, K, K, y K53, dan

5&1 + 3x1 - sz = 0 (1)
256"2 + 4x2 - 2x1 =0 (2)

Aplicando la transformada de Laplace se llega adasciones

(5% +3)X,(s) — 2X,(s) = 5x,(0) + %, (0)
—X,(s) + (52 + 2)X,(s) = sx,(0) + x,(0)
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Figura 2: Sistema de dos masas del ejemplo.

Comox, (t) y x,(t) denotan desplazamientos hacia la derecha de $&s@ues de equilibrio y
debido a que el sistema es soltado desde el reflasstondiciones iniciales sap(0) = -1, x,(0) =2y
x,(0) = x,(0) = 0. Incorporandolas, las ecuaciones transformadas son

(s +3)X,(s) = 2X,(s) =-s  (3)
=X () +(s2+2)X,(s) =25 (4)

De aqui
253+ 5s

Xa(s) = (s2+4)(s2+1)

Resolviendo en fracciones parciales resulta

X5 (s) =+

s2+4  s2+1

©)
Al aplicar la transformada inversa de Laplace §rséobtiene
x,(t) =cost +cos2t (6)
Sustituyendo para, (t) en (2) da como resultado
x1(t) = 2x,(t) + 2x%,(t) = 2cost + 2 cos 2t — cost — cos 4t
Esto es
x,(t) =cost—2cos2t (7)

Asi las posiciones de las masas en el tiempo t son

x,(t) = cost — 2 cos 2t
x,(t) = cost + cos 2t

V. LEYES UTILIZADAS

Ley 1: El cambio de movimiento es proporcional a la fuerzdriz impresa y ocurre segun la
linea recta a lo largo de la cual aquella fuerzanpeime (segunda ley de Newton o ley de fuerza).

Ley 2: La cantidad de estiramiento o de compresién (canilngitud), es directamente
proporcional a la fuerza aplicada (ley de Hooke).



VI. CONCLUSION

En

resumen, quedo demostrado que las transformdda&aplace proveen, gracias a sus

propiedades, un método sencillo y mecanico paesolver ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantdas cuales se encuentran en problemas de varias @arla ciencia.
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