Transformada de Laplace aplicada en filtros analogicos
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Resumen: La transformada de Laplace permite describir el comportamiento de sistemas dindmicos complejos utilizando
ecuaciones ordinarias en lugar de ecuaciones diferenciales. El propdsito de utilizar una transformacion es generar un nuevo
dominio en el cual sea més facil manipular el problema a ser investigado, para luego anti-transformarlo y asi llegar a los
resultados deseados en el dominio original. En este trabajo se presentara la aplicacion de ésta herramienta aplicada a filtros
analdgicos pasa bajos, los cuales no permiten el paso de las altas frecuencias.
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I. INTRODUCCION

Todo comenzéd cuando el ingeniero electricista Oliver Heavside estuvo interesado en la resolucion de
problemas précticos y basandose en su intuicion comenzd a desarrollar un método para la solucion sistematica de
ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes. Finalmente a mediados del siglo XIX publicd
sus resultados, cuya utilidad a la hora de resolver ecuaciones de la fisica y la ingenieria hizo que pronto se
extendieran. Sin embargo, el trabajo de Heaviside, formal y poco riguroso, atrajo las criticas de algunos
matematicos puristas que los rechazaron argumentando que los resultados no podian surgir de tal forma. No
obstante, el éxito del método hizo que pronto fuera adoptado por ingenieros y fisicos de todo el mundo, de
manera que al final atrajo la atencion de cierto nimero de matematicos tratando de justificar el método de forma
rigurosa. Tras varias décadas de intentos, se descubrié que la Transformada descubierta por Pierre Simon
Laplace hacia un siglo no s6lo ofrecia un fundamento tedrico al método de célculo operacional de Heaviside,
sino que ademds ofrecia una alternativa mucho mas sistematica a tales métodos.

Hacia principios del siglo XX, la transformada de Laplace se convirtié en una herramienta comin de la
teoria de vibraciones y de la teoria de circuitos, dos de los campos donde ha sido aplicada con més éxito. En
general, la transformada es adecuada para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con condiciones
iniciales en el origen. Una de sus ventajas mas significativas radica en que la integracion y derivacion se
convierten en multiplicacion y division. Esto transforma las ecuaciones diferenciales e integrales en ecuaciones
polinémicas, mucho mas faciles de resolver.

La transformacion presentada con anterioridad es la siguiente:

F(s) = L{fO} = [, et f(©) dt @)

Siendo F(s) la tranformada de Laplace de f(t). La misma es definida para cualquier nimero complejo s.

Il. COMPORTAMIENTO DE UN FILTRO PASA BAJOS RC.

Para poder comprender el funcionamiento del sistema completo primero debemos definir como estan
compuestos estos filtros en particular, los cuales estan conformados por elementos pasivos. En el caso puntual de


http://es.wikipedia.org/wiki/Integraci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Derivada
http://es.wikipedia.org/wiki/Multiplicaci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Divisi%C3%B3n_(matem%C3%A1tica)

un filtro pasa bajos sera necesario utilizar un resistor y un capacitor. Teniendo asociadas las variables i(t) y v(t)
siendo la corriente y la diferencia de potencial respectivamente.

Para analizar el comportamiento del mismo sera necesario conocer como se comporta ante las diferentes
frecuencias.

Figura (1): (a) Resistor; (b) Capacitor.

A. Impedancia de un capacitor

Se sabe de un capacitor que la diferencia de potencial entre sus placas es proporcional a la carga almacenada
e inversamente proporcional a su capacidad. También sabemos que la variacién de la carga respecto al tiempo es
la corriente. Por lo tanto nos permite reescribir la ecuacién de la siguiente forma reemplazando la carga por la
integral de la corriente que circula por el capacitor a lo largo del tiempo:

v =12 v() =2[i(t) dt @

Siendo v,(t) el voltaje entre los bornes del capacitor; i(t) la corriente que circula por el capacitor; g(t) la
carga almacenada en el capacitor; C la capacitancia del mismo.

Si aplicamos la transformada de Laplace en ambos miembros de la igualdad (2) tenemos:

1
Ve(s) = 2.~ 3)
Siendo V.(s) la transformada de v,.(t) y I(S—S) la transformada de [ i(t) dt.

La impedancia de un capacitor viene dada por la expresion:

Vv 1
Z(s) = 0 = s @)

De donde Z, es la impedancia del capacitor, V(s) es la tensidn e I(s) es la corriente. Para ver como la
misma depende de la frecuencia realizamos la sustitucion de S por jw en (4) y se obtiene:

Z(0) = ——=— (5)

c.S j.wc

Siendo j la unidad imaginaria la cual fue reemplazada por la i para evitar posible confusiones con la
corriente; w la frecuencia de la tensién y C la capacitancia del condensador.



B. Filtro Pasa Bajos RC

Vamos a analizar este circuito pasivo para encontrar su funcion de transferencia, la cual relaciona la tension
de entrada al circuito con la tension de salida. Las cuales vamos a denominar como V, y V; respectivamente.
Primero debemos obtener la corriente que circula por el circuito representado en la figura 2. Se sabe que la
impedancia de la resistencia es simplemente R de lo cual tendremos la siguiente ecuacién para la tensién de
entrada:

V,(t) = i(t).R + %f i(0)dt (6)
Se aplica la transformada de Laplace en ambos miembros para obtener:

V,(s) = I(s).R + % @
I(s) = L”l
(R+¢s)

Conociendo I(s) es posible calcular con (3) la diferencia de potencial entre las placas del capacitor.

Ve(s)

V() = e - ko, ®)

C. R.CS +1

Ve g——] }—e—o Vs

Figura 2: Filtro pasa bajos RC

Anteriormente se dijo que la funcion transferencia era la relacion entre la tension de entrada y la tension de
salida, es decir entre V, y V; respectivamente. Como V;(s) = V.(s) la funcion transferencia quedara determinada
de la siguiente forma:

Hs) = 50 = e ©)

T Ve(s) RCS+1

Si sustituimos S por jw en (9). Obtenemos como resultado un ndmero complejo el cual tendra como modulo
(10) y argumento (11):

1

Ganancia = |H(w)| = Towon (10)
Desfasamiento = Arg(H(w)) = —tan"*(C.R.w) (11)

La expresion (10) es por lo general expresada también como la ganancia de amplitud en decibeles donde
dB|H(w)| = 201ogo|H (w)].



C. Atenuacion de la Ganancia del filtro

De la ecuacion (10) se observa que para bajas frecuencias la amplitud no se ve practicamente afectada, no
siendo igual para altas frecuencias, ya que, a medida que aumentamos la frecuencia de la sefial de entrada la
ganancia disminuye de forma inversamente proporcional. Siendo aceptable una atenuacion de la ganancia mayor
a 0,7 dependiendo de la funcion que se le desea dar al filtro.

1

1
lH(w)l - VCZR2.w2+1 > N

(12)

. . . . 1
Superando la frecuencia de corte del filtro la cual viene dada por una frecuencia de w = = ‘una vez

superada dicha frecuencia la atenuacion sera ain mayor. También es importante destacar que si se produce una
atenuacion de la ganancia mayor a 0,7 la sefial tendra un retraso de 45° respecto a la sefial ingresada en el filtro.

I11. CONCLUSION

Gracias a ésta poderosa herramienta aplicada se evit6 trabajar con ecuaciones diferenciales de primer orden.
Las cuales hubiesen hecho que los célculos fueran muy engorrosos y complejos. Por lo tanto siempre que sea
posible aplicar ésta transformacién es una gran ventaja debido a sus tablas y propiedades disminuyen el tiempo
de resolucion de sistemas complejos llegando a los mismos resultados que en su dominio original.
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