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Resumen: En este articulo se pretende explicar como la utilizacion de las Transformadas de Laplace nos ayuda en la
resolucion de ecuaciones diferenciales, y en particular, para la resolucion de circuitos eléctricos RLC.
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I. INTRODUCCION

El uso de circuitos eléctricos es parte de la vida cotidiana, dado que los aparatos que utilizamos diariamente,
y que nos hacen un poco mas facil nuestro entorno, tienen como base un circuito eléctrico para su
funcionamiento. Analizaremos un circuito eléctrico simple, compuesto por resistores, capacitores e
inductancias, regidos por las leyes de Kirchhoff, y cuyo comportamiento se describe generalmente por una
ecuacion diferencial de segundo orden.

Sera conveniente, antes del analisis propuesto, definir una serie de conceptos, leyes y teoremas que ayudaran
a una mejor comprension de los temas tratados y del desarrollo de la solucidn propuesta.

I1. CIRCUITOS ELECTRICOS

Los circuitos eléctricos pasivos estan construidos con tres elementos basicos, a saber:
A. Resistores
Un resistor (Figura 1) es un componente electrénico disefiado para introducir una resistencia

eléctrica determinada entre dos puntos de un circuito, que tiene una resistencia R medida en ohms
Q , es decir, representa una resistencia al flujo de corriente.
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Figura 1: Representacion simbolica de un resistor

B. Capacitores

Un capacitor (Figura 2) es un dispositivo capaz de almacenar energia sustentando un campo
eléctrico, formado por un par de superficies conductoras, en forma de laminas o placas, separadas
por un material aislante, que tiene una capacitancia C medida en Faradios F. El efecto del capacitor
es la de detener el flujo de corriente cuando alguna de sus placas se carga.



Figura 2: Representacion simbdlica de un capacitor

C. Inductores

Un inductor (Figura 3) o bobina es un componente que, debido al fenémeno de la autoinduccion,
almacena energia en forma de campo magnético, y tiene una inductancia L medida en henrys H. Al
pasar la corriente a través de una bobina L, se produce un campo magnético que se opone a
cualquier cambio en la corriente que circula a través de ella.
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Figura 3: Representacion simbdlica de una inductancia

Asimismo, asociado con los circuitos eléctricos, tenemos las variables corriente i(t), medida en amperes A,
y el voltaje v(t), medido en volts V. Ademas, el flujo de corriente en el circuito esta relacionado con la carga
q(t), medida en coulombs C, mediante la relacion,

—
i=— (D)

Las relaciones entre el flujo de corriente i(t) y la caida de voltaje v(t) a través de estos elementos en el
tiempo t se pueden expresar mediante las siguientes leyes:

Ley 1 La caida de voltaje a través de una resistencia es proporcional a la corriente que pasa a través
de la resistencia.

Si Eg, es la caida de voltaje a través de una resistencia e I es la corriente, entonces:
Er =RI 2
Donde R es la constante de la Resistencia. A esta ley también se la conoce como Ley de Ohm.

Ley 2 La caida de voltaje a través de un inductor es proporcional a la tasa de tiempos instantanea de
cambio de la corriente.

Si E, es la caida de voltaje a través del inductor, entonces:

dl
E, = i (3)

Donde L es la constante de proporcionalidad llamada coeficiente de inductancia o simplemente
inductancia.



Ley 3 La caida de voltaje a través de un capacitor es proporcional a la carga eléctrica instantanea en
el capacitor.

Si E, es la caida de voltaje a través del capacitor y g la carga instantanea, entonces:
=1
Ec =1 @

Donde hemos tomado 1/C como la constante de proporcionalidad, y C se lo conoce como el coeficiente
de capacitancia o simplemente capacitancia.

La interaccion entre los elementos individuales que forman un circuito electrénico esta determinada por las
leyes de Kirchhoff, las cuales se enuncian a continuacion:

Ley 1 La suma algebraica de todas las corrientes que entran a cualquier unién (o nodo) de un circuito
es cero.

Ley 2 La suma algebraica de la caida de voltaje alrededor de cualquier curva cerrada (o trayectoria)
en un circuito es cero.

Finalmente, para la resolucion algebraica del circuito RLC propuesto, se utilizara el siguiente teorema:

Teorema 1 Sea f(t) una funcion tal que su transformada de Laplace es F(s), Re(s) > p. Seaa € C,
entonces la funcién e®* f(t) tiene también transformada de Laplace, y estara dada por:

L{e* f(t)}=F(s— a), Re(s)>p+ Re(a)

I11. CIRCUITO RLC EN SERIE — EJEMPLO Y APLICACION DEL METODO.

Una vez establecidos los teoremas, leyes y definiciones necesarias, podemos aplicarlos a un circuito RLC
para determinar las ecuaciones que corresponden al mismo, las cuales, mediante la utilizacion de las técnicas de
la transformada de Laplace, pueden ser analizadas y resueltas, en particular, para determinar la carga q(t) en el
capacitor y la corriente resultante i(t) en el circuito.

El método de resolucién resultara bastante sencillo; bastara plantear las ecuaciones diferenciales que
caractericen al circuito, luego aplicar las técnicas de transformada de Laplace, para poder transformar dichas
ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas donde las soluciones pueden ser encontradas facilmente, y
finalmente aplicar la transformada inversa y recuperar las soluciones del problema original.

Consideremos el circuito RLC serie de la figura 4, que esta formado por un resistor R, un capacitor C y un
inductor L, conectados a una fuente de voltaje E(t). Antes de cerrar el interruptor en el tiempo t = 0, tanto la
carga en el capacitor como la corriente resultante son cero. La aplicacion de las transformadas de Laplace nos
permitirdn determinar la carga q(t) en el capacitor y la corriente resultante i(t) en el circuito en un tiempo t
posterior.
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Figura 4: Circuito RLC



Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito anterior, obtenemos lo siguiente:

R'+Ldi+1f'dt—Et
SRR TN B ®

Que, utilizando la relacion (1), la anterior se resume a:

Ldzq+qu+1 = E(t
dt? a T cd” ®

Sustituyendo las variables L, R, C y E(t) con los valores: L = 1H, R=1600Q, C=10"*F y E(t) = 20 V,
tenemos que:

d*q dq
— + 160—+ 10*q =2
7+ 1605+ 101 q =20

Aplicando la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacion diferencia, llegamos a la siguiente
expresion:

(s2 + 160s + 101)Q(s) = [sq(0) + q(0)] + 160q(0) + ?

En donde Q(s) es la transformada de q(t). Como estamos suponiendo que la carga inicial del capacitor es 0,
y la corriente del sistema incialmente es nula, esto es q(0) = 0, q(0) = 0 y i(0) = 0 entonces la anterior se
reduce a:

20
(s> + 160s + 10M)Q(s) = e
Ahora bien, despejando Q(s) y luego aplicando fracciones simples, logramos obtener:

20
s (s?2 4+ 160s + 10%)

Q@) =
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5 500 (s?2+ 160s + 10%)

111 (s+80)+ %(60)
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Q(s)
Aplicando ahora la transformada inversa de Laplace, y haciendo uso del Teorema 1 antes mencionado

(Teorema de traslacion), obtenemos la expresion que nos permite conocer la carga q(t) del capacitor, dada por:

1 _ 4 _
q(t) = _— (1 — e 80t co5(60t) — Se 80t sen(60t)) (5)



Entonces, dada la definicion de corriente i(t) dada por (1), resultara que la corriente resultante en el circuito
sera;
d

i(t) = d—(tl = § e 8% sen(60t) (6)

Finalmente, y gracias a la herramienta de transformada de Laplace, pudimos encontrar sendas expresiones
para las incognitas planteadas en el problema, a saber, la carga en el capacitor y la intensidade corriente en el
circuito para un tiempo t > 0, expresadas por (5) y (6) respectivamente.

I\VV. CONCLUSIONES

Pudimos observar como el uso de las transformadas de Laplace nos permitié resolver, de manera facil,
mecanica y rapida, las ecuaciones diferenciales convirtiéndolas a ecuaciones algebraicas en el plano S, y mas
aun, en el campo de la electronica, nos permitio obtener las incégnitas buscadas de un circuito RLC.

Asimismo, dado que se tienen las condiciones iniciales en un circuito RLC, es més facil pasar el circuito al
plano S, e incorporar dichas condiciones iniciales. Asi, esta herramienta nos permite comprender el
comportamiento de este tipo de circuitos electronicos.
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