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Resumen: El objetivo del presente informe consiste en mostrar brevemente el uso de espacios complejos (mas
generales, como los espacios de Hilbert) en la mecanica cuantica y fisica relativista, especificamente en
funcién de onda, colapso de funcion de onda, y la importancia del significado fisico en metrologia. Es de
esencial importancia hacer uso de variables complejas para el desarrollo de funciones de onda, y funciones
impulsivas (o funciones generalizadas), especificamente la funcion Delta de Dirac, en el estudio del colapso
de la funcién de onda.
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I. INTRODUCCION

Serd de suma utilidad dar algunas definiciones, enunciados y ecuaciones. Las demostraciones no se
mostraran debido al requerimiento de herramientas matematicas avanzadas, cuya extension desvian el
objetivo del informe. Siempre se definirdn o desarrollaran calculos en espacios complejos mas generales,
llamados espacios de Hilbert (el espacio real y el plano complejo son subespacios de los espacios de Hilbert)

II. FUNCION DE ONDA

A. Ecuacion de Schrodinger (con notacion braket de Dirac) [1]:
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donde

I: es la unidad imaginaria ;
e  F: es la constante de Planck normalizada (h/27) ;

e H:cesel hamiltoniano, dependiente del tiempo en general, el observable corresponde a la energia
total del sistema ;

: es el observable posicion ;

r
o P:csel observable impulso.



La ecuacion de Schrodinger también se conoce como ecuacion de evolucion de funcion de onda, y la
expresaremos como:

ndY g (1)
dt

Justamente, esta ecuacion describe la evolucion de una funcion de onda dada W a lo largo del parametro
tiempo. Fisicamente, esto significa que existe una funcion estable de todos los valores posibles que se pueden
obtener en una medicion (que son infinitos), aunque cuando se realiza la medicion, se dice que dicha funcion
colapsa pues un valor (el obtenido) interfiere con todos los otros valores, y los “anula”. Es decir, una
posibilidad se superpone a las demas, y las interfiere.

Resulta interesante destacar que la mecanica cuantica y la relatividad especial estan sumamente relacionadas
en cuanto a mediciones fisicas.

B. Medidas estandares

La metrologia requiere métodos delicados de comparacion, y estandares a los cuales comparar [2]. Los
estandares son esencialmente arbitrarios. La medida estandar de la frecuencia (tiempo) una de las mas
fundamentales en fisica, es definida como una transicion entre niveles subatémicos en el atomo de Cesio 133
en su estado base. Asi las medidas de longitudes son obtenidas a través de los tiempos de viaje de ondas
electromagnéticas, cuyo estandar se obtiene de la velocidad de la luz.

Actualmente en la practica de medicion se utilizan otras cantidades relacionadas con frecuencia o tiempo a
través de otras constantes convencionales.

Efecto Josephson: Sea una interaccion en un par de electrones, entonces hw = eV , donde e es la carga
electronica elemental, @ la frecuencia de la sefal eléctrica relacionada con el potencial V.

C. La ecuacion de evolucion temporal de una funcion de onda en mecanica cuantica

Entonces, el estandar de frecuencia se define a partir de una sefial eléctrica que estimula interacciones
subatomicas en el atomo de Cesio 133. Esta frecuencia corresponde a la diferencia de eigenenergias de los
dos niveles que satisfacen las ecuaciones de autovalores:

Ey, =Hy,
Ey,=Hy,

Que se obtienen de la ecuacion dependiente del tiempo de funciones de onda:

—iE, 1
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Normalmente se establece que la ecuacion (2) debe tener la forma de una ecuacion diferencial de primer
orden debido al postulado que dice que una funcion de onda debe contener toda la informacion sobre el estado
del sistema.
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Ahora bien, sea el voltaje V, una funcion del tiempo. Entonces V tiene la forma Voeﬂm , y satisface la

dv

ecuacion I 7 = @V, y si ademas introducimos la relacién @ = E , entonces tenemos que ih7 =EV.
t t

Entonces sean para dos estados distintos las energias E; y E; con £, —E, =h®, y sean una serie de

energias dadas con sus correspondientes funciones de onda, tendremos entonces la ecuacion (1), donde H es
el operador cuyos autovalores son las energias dadas.

D. Aplicacion de la funcion impulsiva en la funcion de onda

e Funcién Delta de Kronecker y su relacion con la funciéon delta de Dirac:

Sea <¢”

b, > =0,,,donde O, sedenomina delta de Kronecker y se define como:
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Bajo ciertas condiciones, la funcion Delta de Kronecker puede surgir de una conjuncion de la funcion Delta
de Dirac. Por ejemplo, si un Delta de Dirac ocurre justo en un punto de conjuncién y es acotado, entonces por
el teorema de Nyquist—Shannon, la sefial de tiempo discreta resultante sera un Delta de Kronecker.

Y ademés sea | = 20n¢n ,donde ¢, = <¢n |1// > (notacién braket). Aparece naturalmente, entonces, un
sistema de funciones de onda ortonormales como autofunciones del Hamiltoniano, que miden los niveles de
energia, llamados autovalores. Dichos autovalores se denominan “espectro” del Hamiltoniano.

Si los autovalores son continuos (espectro continuo), y si ademas reemplazamos los espacios complejos de
Hilbert por espacios de distribuciones de Hilbert, tenemos que @ (x) = 6(x — »), donde 6(x —y) es una
funcién Delta de Dirac. Tenemos entonces, todo un conjunto de valores ¢y de distribuciones; y sea la imagen

de dicho conjunto, {2 :
Entonces se cumple que i/ (X) = jc( P, (x)dy
Q

Y es una distribucién (en donde se puede observar las propiedades de una funcién Delta de Dirac), pues

) =(v.9,).

Esta formulacion ha derivado en la formulacion moderna de una funcion de onda (o formulaciéon de Von
Neumann). El conjunto de estos estados cuanticos propios del operador momento son llamados en fisica "base
de espacio-k”. Por la relacion de conmutacion entre los operadores posicion y momento, las funciones de

onda en espacio-r y en espacio-k son pares de transformadas de Fourier.
Asi, la formulacion de Von Neumann establece la ecuacion de funcion de onda como:
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III. COLAPSO DE LA FUNCION DE ONDA

En algiin tiempo dado, el estado cuantico (funcion de onda) de una particula dada puede expresarse como:
w) =2 liw:

Donde cada |l> implica una posibilidad diferente (dichas posibilidades implican que <i | J > =0,.

i
Podemos ver que cada término de la sumatoria es un namero complejo, y cuyo modulo cuadrado representa la
densidad de probabilidad. Esto significa que cuando se realiza una medicion (una observacion), asignamos
s6lo un término de la sumatoria al estado de I (como si todos los demas se anularan). Esto sucede porque al

obtener una medicion agregamos informacion al sistema, lo cual resulta paraddjico pues habiamos dotado con
toda la informacion que habia al sistema (todas las posibilidades). Por eso se dice que la funcién de onda
colapsa al realiza runa medicion (porque de todos los valores posibles, la solucion se reduce a uno solo). El
significado fisico del colapso de funcién de onda implica que: “el simple acto de observar, altera el resultado
de medicion”, es decir que el observador altera la realidad (sistema). Esta paradoja ha sido debatida desde la
Interpretacion de Copenhague, e incluso hoy sigue siendo duramente debatida porque establece que no se
puede obtener un medicion que represente el valor real, por mas objetivo que sea el proceso de medicion.

CONCLUSION

Es interesante destacar como el uso correcto de variables complejas ha permitido el estudio de situaciones
fisicas (hipotéticas y reales). Es notable también el desarrollo histérico de la teoria de distribuciones, sin el
cual no habria sido posible estudiar el estado cuantico al que se somete una particula tras un incremento
(cuantizado) instantaneo de energia.

Asi como el estudio de las aplicaciones del electromagnetismo posibilitaron los avances tecnolégicos de hoy
en dia, actualmente se encuentra en estado de investigacion las posibles aplicaciones de la mecanica cuantica
en campos tan diferentes como la computacion de avanzada y la psiconeurologia, y sera necesaria la
comprension de los espacios complejos para desarrollar aun mas el conocimiento de dichos campos.
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