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Diseiio de controladores no lineales usando funciones de
’ Lyapunov Lineales a Tramos
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Resumen: En este trabajo se presenta un método constructivo de funciones de Lyapunov
con el fin de disefiar un controlador no lineal. El método utiliza funciones de Lyapunov
continuas, lineales a tramos, lo que permite obtener una solucién numérica al problema. La
sintesis de las funciones de Lyapunov y de las leyes de control son resueltas por medio de

algoritmos de Programacion Lineal.

Abstract: In this work, a constructive method of Lyapunov functions is presented, with
the purpose of design a no linear controller. The method uses piecewise linear Lyapunov
functions, then it is possible to obtain a numerical solution of the problem. The synthesis of
the Lyapunov and the control functions are solved by means of Lineal Programming.

Palabras clave: Lyapunov, atractividad, programacion lineal, lineal a tramos, control.

1. Introduccion

El método de Lyapunov se origind como una
herramienta de andlisis de estabilidad. Luego
surgieron técnicas de control realimentado, que se
basan en la idea de disefiar una ley de control de
tal manera que una funcién de Lyapunov V, o mas
especificamente la derivada de dicha funcion,
tenga ciertas propiedades que garantizan el
seguimiento de trayectorias y la convergencia a
puntos de equilibrio o conjuntos de equilibrio.

El  problema fundamental de estos
procedimientos radica esencialmente en la
eleccion de esta funcion V.

El objetivo de disefio de control desarrollado
en este trabajo es conducir un sistema no lineal a
una cierta region. Es decir que no se lo lleva a un
punto de operacion, sino a un conjunto de puntos
donde, luego se puedan utilizar controladores
locales, como por ejemplo controles lineales.

La accion de control utilizada consiste en un
conjunto de valores admisibles que pueden ser

- fijos, o funciones de los estados del sistema. Con
un procedimiento constructivo se determina en
forma conjunta la funcién de Lyapunov y la

region de aplicacion para cada accion de control.
Se utilizan funciones continuas lineales a tramos, y
el método propuesto parametriza todas estas
posibles funciones de n variables reales. El planteo
de esta manera conduce a resolver varos
problemas de programacién lineal, donde en cada
paso se incrementa la region de aplicacion de la
accion de control.

En la seccion 2 se detallan nociones basicas de
representacion lineal a tramos y la definicion de
region de atractividad considerada en este trabajo.
En la seccion 3 se muestra la obtencion de la
region de atraccion en el caso de un sistema
autonomo y luego en forma iterativa para sistemas
no auténomos. El planteo del p:-blema con
funciones lineales a tramos se desarrolla en la
seccion 4, y también su solucion que se traduce a
varios problemas de programacion lineal
construyéndose el algoritmo de disefio de la ley de
control. En la seccion 5 se presentan las
conclusiones del trabajo, y por ultimo en el
apéndice se prueban los lemas utilizados en las
secciones anteriores.
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. 2. Nociones Preliminares

2.1.Regién Atractiva
En este trabajo se consideran regiones de
atraccién como una extensién de la nocién basica de
punto de equilibrio atractivo. El objetivo es que en
tiempo finito el sistema entre cn una region
denominada atractiva.
Definicion 1: En el sistema dinamico

x=f(x),

x eR” (§))
se dice que una region A CC N" es atractiva,
si existe otra region B (region de
atraccion),Bc C, ANB=¢ y VzeB3 T>0
tal quex(z, T) €4

Es decir, dada cualquier condicién inicial
perteneciente a la region B, entonces en algun
tiempo finito 7, el estado del sistema alcanza el
contorno de la regién 4.

2.2.Representacién Lineal a Tramos
Se da a continuacion una breve descripcion de
la representacion lineal a tramos (LAT) con
particion simplicial.
Considérese un dominio compacto rectangular
de la forma

b.={(x....x,)/ 0<x,<m -5, ie{,n}} (@

donde m, €Z, y cada valor &, corresponde al

paso de la grilla en la variable x;.

Esta region esta particionada por una particion
simplicial H, determinada por el conjunto de
hiperplanos

{xer /x,-k3, =0}

{xeRr"/x,~(x,-ks,)=0] (3)

{x eR"/(x,—k8,)-x, =0}
donde ¢ e{l,n} S
k, e{l,m, -1},
je{i+1n} Vie{,n-1}

Se demostrd en Julian (1998a), que el conjunto
de todos los mapeos LAT : S— R", con una
particién fija, es un espacio vectorial lineal. Se
denota PWL,[H]al espacio de las funciones LAT

definidas sobre D con la particion (3). Una
funcién arbitraria que pertenece a este espacio

vectorial se defin4c CcR" univocamente
especificando su valor en los vértices de la
particién H.

La particion simplicial divide al dominio D en
simplices propios de n+l vértices de tal manera

que D =U~§i _ Se notaré en adelante p$ al j-

esimo vértice del simplice S, . Se denominara

i
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vert(S;) al conjunto de los vértices del simplice
S;.

[
Dada una funcién no lineal gD—R", s
define la aproximaciéon LAT .de g , de acuerdo con
Chien (1977), como ' '

g,(p)=g(P)

, = @)
vp evert(S;), VilS;cD

Esta aproximacién tiene la propiedad de
satisfacer

ls(x)- g (x| <5 Vxes (5)

o< max st - oo, 5o €5, ®

3. Disefio de control

estabilizante

una ley de

Antes de presentar el diseiio de la ley de control
estabilizante para un sistema del tipo:

% = f(x,u) ™

se analiza a continuacion un sistema auténomo.
Como veremos, la solucién del problema resulta
similar al objetivo planteado en el trabajo y por lo
tanto es natural la extensién del problema auténomo
a otro no auténomo.

xeR" ueR™

3.1. Sistema auténomo
Dado un sistema auténomo del tipo:

%= f(x) xeR" (8)
y las siguientes regiones cn R"
Cc®R", AcC, 9)

deseamos encontrar una regién B tal que:

BcC-AA,‘.f_,_r__,;"‘ (10)

y ademas que la regién 4 resulte atractiva;sobre
la regién B. Para ascgurar. csto,. es , condicién
suficiente que exista una funcién Lyapunoy
V(x), x€B, que sea continua'y que cumpla lag
siguientes condiciones: Ll

D}V <-y<0, ¥ xeC-4
min(¥ (2)) < min(V (»)) -

D

Si se cumplen las condiciones (11) y (10),08¢
garantiza entonces que existe una regiéon B, que e$
de atraccién hacia la regién A (figura 1).
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Figura 1: Disposicién de las regiones de interés

Si eventualmente se cumple:
(12)

max(V (2)) < yemi,g(V(y))

entonces podemos asegurar que la region B encierra
a la region A (figura 2).

Figura 2: Disposicion de las regiones segin

Si el sistema tiene puntos de equilibrio fuera de
la regién A, entonces se deben definir entornos que
los contengan, y ser excluidos de la regién C-A.

Asimismo deben agregarse al conjunto &C los
contornos de los entornos de todos los puntos de
equilibrio del sistema, que no estén contenidos en A4
(figura 3). :

Figura 3: Exclusién de los puntos de equilibrio

Lema 1: Sea una funcién V(x) que cumpla la
condicion (11), entonces existe una regién B, tal que

Vx e€B, V(x)<min(V(y)) (13)
yesC

Demostracion: Ver apéndice

Lema 2: Sea una funcién V(x) que cumpla la
condicién (11) y dado

x(to) =xo €C— A tq V(x,) < nmgx:(l’(y))

(¥ €B)

» (14)

entonces
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3T>0 / x(x0,T) €64 (15)

Demostracion: Ver apéndice

Como consecuencia del los lemas 1 y 2
planteamos el siguiente lema,

Lema 3: Dado el sistema dindmico x = f(x),
en el cual f.) es una funcién continua en C y una
region A de interés que cumple con la condicién
(9). Si existe una funciéon ¥V(x) que cumpla la
condicién (11), entonces la region A es atractiva,
con regién de atraccion B.

Demostracidn: ver apéndice.

Adicionalmente, si

JuesC tq V(u)=minV(z),

1e5C (]6)
u+e-f(u)eC, e-50°
entonces la region B existe (figura 4) y cumple
Dist(B,56C) =0 (17)

Figura 4: Region de atraccion B con distancia cero a
la region de interés C

Podemos  generalizar esta  propiedad,
definiendo un subconjunto del contorno de C,
5,CcéC

5,C={pe§C ! p+e f(u)eC, e-)O'} (1)

es decir, aquellos puntos donde el campo vectorial
f(x) apunta hacia el interior de la region C (figura
5). De manera similar, podemos definir otro
subconjunto donde el campo vectorial apunta
hacia el exterior:

5,CcéC
§,C= &-6,C
={p €eSCtqg u+e-f(u)eC, e-»o’}
(19)
Las condiciones que le exigiremos a la funcion

de Lyapunov serdn entonces:

DV <-y<0, V xeC-4
. . (20)
:r:‘al,l(l:(y (2)) < '12;1::: (V(2))
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KW

Figura S: Puntos del contorno de C donde el campo
vectorial apunta hacia el interior

3.2. Sistema no auténomo

Sean las regiones A y C tal como se definen en
(9) y el sistema dindmico, no auténomo

x = f(x,u),
xeC-AcR"

ueU ={u,uy,...u }c R™

donde u es la accién de control que esta restringida
a un conjunto U de posibles valores. Ademas
existe una regién B de atractividad que cumple con
la definicién 2.1 y que en este caso lo expresamos
como:

Vx, €B, 3 T>0,u=u(x)tqx(x,,T) €a4(22)

Es decir, dada cualquier condicidn inicial
perteneciente a la regién B, entonces en algin
tiempo finito 7, mediante una ley de control u(x),
el estado del sistema alcanza el contomo de la
region A. Ademis u(x) asume sélo valores
pertenecientes al conjunto U.

Esto lleva a suponer que se puede dividir la
_regién B en subregiones donde u(x) asumiria un
valor fijo.

Si bien, inicialmente, se desconocen tanto la
particién de B como los valores de la ley de
control en cada subregion de dicha particién, es
posible, mediante un método iterativo obtener
dicha particién y sus leyes de control asociadas.

Este método iterativo la podemos resumir
como sigue:

1. Se definen los conjuntos Ag=4 y Cy=C
con las condiciones (9) y se considera el
sistema dindmico auténomo

x = Fy(x) = f(x'“h(o))
en donde la ley de control es fija y cumple
uh(o) eU

y h(.) es un mapeo que ‘recorre’ el conjunto
de acciones de control posibles U y donde
estas no deben restringirse a valores
constantes dado que pueden resultar de
funciones algebraicas de los estados (ec. (26)),

(21)

(29

(25)
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U= {u,,uz,...,uk,uk,,,(x),u,,z(x),...,ul(x)} (26)

Con todo esto, el objetivo es buscar la
existencia de una region de atraccién By.
2. En el proximo paso, se consideran las

regiones
A = Ay, + B,
1 ot Do Q@n
G =C

y el sistema dinidmico auténomo

i=F(x)= f(x,“hm)

Como antes, se busca una nueva regién de
atraccién B,.
3. En forma general, se repite el procedimiento
con el sistema auténomo

i = F(x) = f(x.upny) (28)
y con las regiones
Ay = A + By (29)
C‘ = C

para encontrar la regioén de atraccién By. En
particular, nada impide que en ciertos casos
Bk = ¢ .

Como resultado de este ciclo iterativo, se

. . . K
obtiene un conjunto de regiones, {B, } k=0 SUS

X
controles asociados {u,,(,‘ )}k ] y ademés, en cada

region B,, se halla una funcién de Lyapunov
asociada, V().
Consideremos ahora la funcién ¥(x), definida

en B= UB,‘ , segun:
i

V(x)=V(x), VxeB,. (30)

Esta funcién no debe interpretarse como una
funcién de Lyapunov definida para toda la region
B, pues debe tenerse en cuenta que tal funcién es
discontinua y por lo tanto en los puntos donde se
presentan las discontinuidades no este definida la
derivada direccional de ¥ en la direccién del
campo vectorial del sistema a lazo cerrado. Incluso
es posible que

V(in+te f(m)-V(n)>0, 60" (31)

en algunos puntos donde se presenten dichas
discontinuidades.

4. Algoritmo para determinar las

regiones de atraccion
En esta seccién se completa el procedimiento
iterativo desarrollado en la seccién anterior con la =
determinacién de la regién de atraccién B,. El
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. planteo conduce a resolver un problema de sistema
de inecuaciones lmcales por medio de programacién
lineal.

Sea X = f,(x) una aproximacién LAT de un

sistema no lineal X = f (x), auténomo pues en

cada paso se fija la ley de control. Y sea (x) la
funcion de Lyapunov, también una funcién
continua lineal a tramos.

Se adopta la representacion matricial similar a
la de Chien (1977). Entonces para todo punto x

perteneciente al simplice §; c R"  existe
4 € R™' | tal que x puede expresarse como:
x= [ L AN (32)
donde p\") evert(S;), es decir son las
coordenadas de los vértices y el vector
H= [p, ;t,,,,]r, con x4, 20, verifica:
1=1 ... 1]u. (33)

Por lo tanto el campo vectorial, con esta
representacion queda:

L@ =[1(p?) o 1) 39

Las ecuaciones (32) y (33) se pueden expresar
en la siguiente forma compacta:

(O)

x| [P .. P 0.,
x|_|p" - pan R
[1] [1 |4

Dado que los simplices son propios, la matriz

(33)

P resulta definida positiva. Entonces

=(P(-'))_".[§]=[2: j;”ﬂ (36)

La funcién V es lineal en el interior de cada
simplice S;, entonces para todo x €S; se puede
utilizar la siguiente representacion matricial,

)=V . v u,

reemplazando (36) se obtiene:

V(o)) p0)” [ﬂ (38)

y su vector gradiente Vx €

vv(x)=[V(p§”) | V(p,(,'))]-l:j—:]= v (39)

En cada simplice S; se cumple:

v(x)=[r(p)

e VV/(x) es un vector fila constante VV 0y
depende linealmente de los valores que asume

(37
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V(x) en los vértices del simplice; pues V(x) es
lineal en el interior de cada region S; .
* fp(x) es una combinacién convexa de los
vectores f,(.) evaluados en los vértices de
S;.
Entonces, para verificar que la derivada
direccional de ¥ en un punto x € S;, satisface

DV =VV(x)-f,(x)s -y <0, (40)
es suficiente que se verifique en cada vértice:
WO r(pMy < -y, I=1.,n+1. (41)

Por lo tanto, cada simplice incorpora n + |
inecuaciones. La cantidad de inecuaciones puede
reducirse al menos a n, si se considera la ciscara

convexa que contiene a los n + 1 vectores 1( pl(i)) )
Cada producto interno v r( p,“’) es

simplemente una combinaci6n lineal de los valores
de V(.) en los vértices.

VV“)-f(pl“)) = Za“V(p,‘)

k

(42)

donde los puntos p, son los vértices de la grilla
entera. Esta es una expresion genérica, pero en

realidad sdlo intervienen los p, e{p,“)} , ¢s decir

los vértices de ese simplice. Los demds tendran
coeficiente nulo en la combinacién lineal. Con lo
cual las ecuaciones son ralas y resulta beneficioso
para el tratamiento computacional.

Entonces por cada vértice del simplice se
plantea la siguiente desigualdad lineal

Zaki V(pe)<-7

k

(43)

En el caso 3-dimensional, cada simplice
(tridngulo) aporta 3 inecuaciones lineales, y cada
inecuacion tiene sélo 3 coeficientes no nulos.

Con el fin de obtener un problema convexo, la
condicion

. e'?l*f} }(V (D)< :?;?r, }(V (x)) (44)
se reemplaza por
(V(x)) (45)

promedio(V (x)) < min
xe{pi)} *<{ril}

Para implementar esta inecuacion se incorpora
una nueva variable A auxiliar (incluso se le puede
fijar un valor). Todos los puntos de la grilla, los
que pertenezcan al contorno 04y (contorno del
conjunto A, donde el campo vectorial es entrante),
conforman la siguiente inecuacion:
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iy(’h)

k=]

——

K
donde 7, €{p,}N&4; . Cada punto de la grilla

<A, (46)

¢, que pertenece al contorno de la regién C, oC,

aporta una inecuacion:

A<V(dy)

De estas inecuaciones se aprecia que los
contornos de 4 y C deben coincidir con limites de
simplices.

Finalmente, el sistema de inecuaciones que se
debe resolver es lineal respecto a los pardmetros
de interés, es decir los valores de ¥ en los puntos
de intersecciones de la grilla.

Una vez resuelto el sistema, la regién de
atraccion es el conjunto:

(47)

-A V(x)< min(V(y))} (48)

Bk = {x GCk
y&sC

'5. CONCLUSIONES

Se ha presentado un método iterativo para el
diseiio de un controlador no lineal.

El método genera una particion de la regién de
analisis y obtiene una. funcién de Lyapunov y un
control estabilizante asociado a cada subregion de
la particién.

El problema de disefio se traduce a varios
problemas de programacién lineal, los cuales son
numéricamente resolubles.

La principal limitacién a este método radica en
los casos de presencia de ciclos limites en los
sistemas auténomos correspondientes al sistema
no auténomo con entrada fija, para cuyos casos el
método no halla solucién.

Sin embargo, se esta trabajando en este
problema y en mejoras generales del método que

seran presentados en futuros trabajos.

6. APENDICE.

Lema 1: Sea una funcién V(x) que cumpla la
condicién (11), entonces existe una region B, tal
que

Vvx €B, ¥(x)<min(V(y)) (49)
yesC

Prueba: En genral, por ser V(x) una funcién

continua, dado un punto x, tq F(xy)<a,

entonces existe un entorno de x,, b(xy,p), p>0,

tal que Vy eb(xy,p) se cumple V(y)<a. Por lo

tanto podemos asegurar que existird un entorno del
contorno de 4 que cumpla con (49) y ese contorno
sera parte de B.

181-9

Lema 2: Sea una funcién ¥(x) que cumpla la
condicién (11) y dado

x(to)=x,€C-41q V(xo) < %(V()'))
(xo €B)
entonces

ar>0 tq x(x,,T)edd
Prueba: Si V(xo)<a=minV(z) entonces
1e5C

x(xo,t) mo puede alcanzar estados sobre 6C,
porque por ello produciria un aumento en V(x), lo
que contradice la condicién D ¥(x)<-y <0.

Tampoco es posible que tienda a algin punto
de equilibrio del sistema, en C- A, porque para
ello deberia cruzar 6C .

Entonces solo es posible que en tiempo finito
alcance el contorno &4 .

Lema 3: Dado el sistema dindmico % = f(x),

en el cual f{.) es una funcién continua en C'y una
regién A de interés que cumple con la condicién
(9). Si existe una funciéon ¥(x) que cumpla la
condicién (11), entonces la regién 4 es atractiva,
con regién de atraccién B.

Prueba: Basandose en los lemas 1 y 2 se ve

que existe una region B tal que para todo x, € B
se cumple que 3T >0 tq x(x,,T) €0A.

Por lo tanto la region 4 es atractiva, con regién
de atraccién B

7. REFERENCIAS

Chien, M. - Kuh, E. , "Solving nonlinear resistive
networks using piecewise~linear analysis
and simplicial subdivision", /EEE Trans.
Circuits Syst., vol. CAS-24, pp.305-317,

1977.

Julian, P. - Guivant, J. - Desages,A, "A
parametrization of  Piecewise  Linear
Lyapunov Functions via Linear

Programming". A aparecer en /nt. Journal of
Control, special issue on Multiple model
approaches in modelling and Control, 1998a.

Julian, P.- Desages,A. -Agamennoni, O. “High
Level Canonical  Piecewise  Linear
Representation using a simplicial partition”.
A aparecer en /EEE Trans. on Circuits and
Systems, 1998b.

Vidyasagar, M. “Nonlinear Systems Analysis”
1993, Prentice-Hall Int. Inc.

Guivant, J. - Julian, P. — Desages, A. "Andlisis de
Estabilidad usando funciones de Lyapunov
Lineales a Tramos”. AADECA 98, 1998



