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Sensores distribuidos para la determinacién de los modos de flexién
de una barra en estado no estacionario.

Favio Masson, Gustavo Bortolotto, José Guivant y Eduardo Paolini.

DEPARTAMENTO DE INGENIER{A ELECTRICA
: UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR
AV. ALEM 1253 - 8000 BAHIA BLANCA

Resumen: Se presenta una técnica de colocacion de sensores para la determinacion
de la funcién de posicion de una barra eldstica en estado no estacionario, usando
sensores de deformacién y de posicién. Los resultados obtenidos se corroboran

experimentalmente.

1. Introducci6n.

Tradicionalmente los robots industriales se han

construido de tal manera que su estructura sea lo
mads rigida posible. De esta forma es ficil inferir
la posicién de la herramienta en base a medicio-
nes angulares entre los vinculos. Lamentablemen-
te, una estructura de este tipo conduce inevita-
blemente a construcciones de gran peso y elevado
costo.

Existe en la actualidad una tendencia creciente
hacia la utilizacion de estructuras mas livianas y
flexibles [2]. Sin embargo, la flexion de los vin-
"culos hace que la posicién de un extremo libre no
pueda ser determinada directamente a partir del
conocimiento del extremo conducido.

El problema estriba entonces en disponer de un
conjunto de medidas que permitan inferir la fun-
cidn posicion P(x,t) de la barra. Para ello se utili-
zan sensores de deformacion y de posicidn que
miden la flexi6én de la barra y la posicién del ex-
tremo libre.

El objetivo del presente trabajo es obtener una
herramienta que permita calcular en todo momen-
to la posicion de un punto cualquiera de la barra,
en particular del extremo libre. Para ello, se
aprovecha informacién de sensores de deforma-
cién y posicién juntamente con una representa-
cién matemitica de la funcion posicién P(x,f),
como expansion en una base de autofunciones de
flexién.

En este trabajo se dan criterios para la seleccién
de los puntos de colocacién de los sensores, de
manera tal que la representacion de la funcién
P(x,r) tenga maxima precision.

2, Obtencién de P(x,!).

Existen muchos modelos de variada complejidad
para representar el sistema brazo-eje mostrado en
la figura 1. La suposicién principal es que el
modelo es lineal en el plano de movimiento y las
vibraciones longitudinales se. asumen desprecia-
bles. En la formulacion de las ecuaciones del
sistema, se hacen las siguientes hipdtesis adicio-
nales: el brazo puede ser modelado como una
varilla Bernoulli-Euler sin amortiguamiento natu-
ral y con geometria uniforme tal que EI y m son
constantes; el radio r del eje en el punto de co-
nexién al brazo es mucho menor que el largo del
brazo y el eje es un cuerpo rigido. :

La ecuaciéon del movimiento para la vibracién
transversal del brazo usando las-coordenadas del
sistema mostradas en la figura 1 es:

ER""(x,t) + mw(x,t) + mx&(t) = 0,
0<x<L 0
donde w(x,?) indica el desplazamiento de un punto
arbitrario del brazo en un tiempo 1, EI expresa la
rigidez a la flexién, m la masa por unidad de
longitud, &) el angulo de la rotacién del eje, L la
longitud del brazo, y w'=d(w)/ox, w = d(w)/cxt.
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Figura. 1: Esquema del sistema eje-brazo flexi-
ble

Las condiciones de borde son las de un brazo
libre

w(0,0) =w'(0,t) = w"(L,t) =w""(L,£)=0 (2)
La ecuacién para el movimiento rigido del eje es:

B(t) = T(t) + Efn(0,1) ©)

donde J expresa la combinacién de la inercia del

eje y el actuador en el punto O, y T(¢) el torque

aplicado al eje. Se asume que el radio  es des-
preciable.

Resolviendo para w(x,f) desde las ecuaciones 1 y
2

Aw(x,0) +[m/(ED)Yi(x,t) = ~[m/(ELD) ]xT (1) (4)

donde A(x,f) = w"'(x,f) + (m/Nxw"(0,f). El
problema de autovalores asociados Au(x) =
A*A(x) con la condiciones de borde mostradas en
2 no tiene soluciones para 4 = 0 y tiene la
siguiente solucion para 4 # 0;

A, (x) =[cos(4,x) - cosh(4,x)]
- a,,[senh(lkx) - sen(A,,x)] (5)
+2a senh(ﬂ.,,x)/i’,, ~2ax[ 22
donde a=m/J 'y oy, esta definida por:
o, =[sen(4, L) - senh(A, L)
+2acosh(A, L)/ 23]/ [cos(A, L) +cosh(A, L)

El autovalor 4; es obtenido de la ecuacién tras-
cendente

0=1+cos(4,L)cosh(4, L) - [a/ 4 ]
[cos(). yL)sen(A,L)~-sen(A,L)cosh(A ,,L)]

Entonces la posicion de cualquier punto de la
barra flexible puede representarse por la siguiente
ecuacion:

P(x,1) = a,(0A (%) O

J=1

Y]

“PT0 100 200 300 400 800 800 700 800 900 1000

Figura 2. Las primeras cuatro autofunciones
de P(x,f)

donde Afx) son el conjunto de autofuncicnes
espaciales de la flexién de la barra cuya expre-
sion est4 dada por la ecuacion 5, y los @, son las
funciones temporales de peso. La forma de las
autofunciones se observa en la figura 2

3. Determinacién de los puntos de colocacién
de los sensores

La representacion del problema como expansién
en serie de autofunciones puede ser expresada: . . .

N . .
P(x,) =Y a(NA(x) o
J=1

donde tedricamente N = co. Sin embargo, en la
practica es habitual asumir que el desplazamiento
P(x,1) puede ser representado con buena fidelidad
por un modelo truncado, es decir donde N en la
ecuacién 7 puede ser grande pero finito. La justi-
ficacidn para esta suposicién es que el ancho de
banda de actuadores y sensores no puede respon-’
der a las frecuencias de los modos mas altos.
Ademas, estos modos son dificiles de excitar en
estructuras reales y tienen coeficientes de amor- -
tiguamientos grandes. ’

Para convalidar los resultados obtenidos se dis-
pone de un resolutor vinculado al extremo libre
de la barra que da informacion de la posicion de
este punto. La informacién entregada por este
sensor deberia coincidir con la posicién evaluada
mediante las autofunciones, esto es:

Pnsol(xraol’t) = Zaj(t)Aj(xmoI) (8) :

. Jj=l
Para medir la deformacién local en los puntos
seleccionados de la barra se utilizaron strain-.
gauges. Estos brindan informacién de la curvatu-.
ra de la barra, que deberia coingidir con el valor
de la segunda derivada espacial de P(x.f). Sea
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segunda derivada espacial de A(x) ex-

¢(x) la
presada por:
2
$,(x) =_d_%,2(_xz ©

La segunda derivada respecto a x de P(x,f) se ex-
presa como:

FPP(x,t) <
ZEED -3 0,08,
J=1
Estas funciones son las representadas en la figura

3 para la barra en estudio.

(10)

De la ecuacion 7, se observa que dado un sistema
particular, y: conocidos los valores de sus
pardmetros (inercia, masa, etc.), las funciones
A{x) quedan determinadas. En cambio, el valor
de los factores de peso a(r) depende de la defor-
macién instantanea de la barra.

A efectos de ubicar los sensores, se supone que la
cantidad de modos espaciales observables con N
sensores sera precisamente N. Las deformaciones
provocadas por otros modos serdn consideradas
ruido de medicion. La lectura de cada sensor,
explicada en términos de las autofunciones es

Mf(xi:t) = a](‘)¢1(xi) +a2(t)¢2(x,') +
+otay (D) (x;) +&(t)

donde M,=J"P(x,1)/&" son las medidas.

hechas con los sensores de flexién, M, es la
medida de posiciéon en el extremo libre de la
barra, x; los puntos donde estin colocados los
sensores de curvatura, ¢, las funciones mostradas
en la ecuacién 9 y () esla componente de la
medicién no explicada por la base finita de las
“autofunciones.”’

11)

Con estas medidas se puede construir un sistema
de N ecuaciones con N incognitas :

#(x) @i(x) - (x| M, (%)
$i(xy) B2(xy) - Sn(xp)] LN MfN(xN)
(12)

Dado el valor de la ordenada x, los valores de las
funciones ¢{x) son conocidos. Las incégnitas'son
los valores de las funciones a{t), que representan
los pesos temporales de la funcién P(x,f). En no-
tacién matricial la ecuacion 12 se expresa.

‘pn-n x an~l = Mn-] (13)

Para que este problema quede bien condicionado,
se debe tratar que las columnas de la matriz @
sean linealmente independientes y que los modu-
los de sus autovalores sean de magnitudes com-
parables, esto es, que ® tenga un numero de
condicién p cercano a la unidad. Este sera el caso
de mejor condicionamiento de la matriz.

Si se encuentra entonces, un conjunto de N pun-
tos x; que hagan a p maximo, los sensores de
flexién daran la informaciéon mas adecuada para

determinar P(x,t).

4. Resultados experimentales.

Como observacién del condicionamiento de la
matniz © se plantea la siguiente funcién objetivo
a optimizar:

1
Fyy = — (14)
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Tabla I: Valores singulares de ® para las

posiciones dptimas.
.. 984.62
05 715.6
' 568.23
P 568.02
Funcién Objetivo 1.735
m/J 1385 1/m?

Tabla II: Posiciones 6

timas de los sensores.

Sensor Posicién 6ptima
1 0.0716 m
2 0.2683 m
3 0.5693 m
4 0.7581 m

Tabla IIl: Valores de las constantes de los sensores
de deformacién

K, k, K K,
0.7778 0.7154 0.7212 0.8015

donde p,,, es el minimo valor singular de ® y
Pmax €8 €l mayor. Para esta funcién objetivo, el
resultado més cercano a la unidad es el esperado.

Para ilustrar este problema de minimizacion se
presentara graficamente el caso N = 2 (figura 4),
aunque en lo que resta de este trabajo se empleara
N = 4. Como se observa en la figura, la funcién
objetivo es una superficie con minimos locales;
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Figura 4: Valor de la funcidn objetivo moviendo
los sensores a lo largo de la barra, desde el
origen (0,0) hasta el extremo (L,L).

debe proveerse un mecanismo para ubicar el 6p-
timo global.

En realidad, no es imprescindible lograr el mejor
nimero de condicidn, sino uno razonablemente
bueno de manera que la inversién de la matriz @
sea precisa. Se plantea entonces la matriz ® en
funcién de los cuatro valores x; y se aplica un al-
goritmo de busqueda del tipo gradlente Se utili-

Ssnsor 2

1000 2000

Figura 5: Medidas efectuadas sobre los sensores de flexion. En el eje x se representa el numero de
muestra y en el eje y la cuenta de la tarjeta adquisidora.
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Figura. 6: a(t) calculados.

zan como condiciones iniciales para los primeros
cuatro x; valores aleatorios. Este procedimiento
s repite varias veces con la intencion de localizar
el optimo global, o al menos el menor de los
minimos locales hallados.

En la tabla I se muestra el valor de la constante a
= m/J. Esta se obtuvo midiendo la inercia del
conjunto eje-motor que resulté ser J= 0.44 103
N.m.sec? y la masa por unidad de longitud m =
0.554 Kg/m. En la misma tabla se muestran los
valores singulares de ®.Las posiciones éptimas
de los sensores se presentan en la tabla II,

Para la calibracion de los sensores de deforma-
cidn se hizo describir a la barra un arco de cir-
cunferencia en uno y otro sentido. Para una cir-
cunferencia, el valor de la curvatura es conocido
e igual a la reciproca del radio. Las constantes se
muestran en la Tabla III.

5. Validacién de los resultados.

Para validar los resultados, se midi6 la posicién
en el extremo libre de la barra mediante un dis-
positivo mecanico vinculado a un resolutor. Se
trabd el eje del motor y se di6 a la barra una
flexién inicial para luego dejarla evolucionar li-
bremente. Para esta experiencia, m/J = 0 debido
al empotramiento del rotor. Se adquirieron la
seflales correspondientes a los sensores de defor-
macién (figura 5) y al resolutor (linea llena de al
figura 7). Se calcularon los a(f) segin la

ecuacion 12; los resultados se muestran en la
figura 6.

Una vez calculados los a(), se obtuvo P(x,t)
parax = L, segin la ecuacion 7con N=4 Enla
figura 7 se aprecia que la medida de la posicién
estimada mediante el empleo de los sensores de
deformacion es muy similar a la obtenida direc-
tamente con ¢l resolutor.

6. Conclusiones.

A partir de los resuitados obtenidos se aprecia
que la aproximacion de la deflexion de una barra
flexible con un niimero finito de modos es buena,
al menos para el caso de deformaciones modera-
das.

Esto significa que es posible conocer la posicién
de cualquier punto de una barra flexible a partir
de un conjunto de mediciones de deformaciones
locales, en puntos elegidos cuidadosamente, con
poco error final. Este hecho puede ser
aprovechado ventajosamente para el control pre-
ciso de este tipo de estructuras.
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