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TEORIA EN CONTROL (174)

Transformaciones no lineales de distribuciones de probabilidad. Aplicacién al
filtro de informacion

F. Masson *, G. Bortolotto * y A. Desages **

*CONICET, Dto. Ing. Elécirica, Universidad Nacional Del Sur
**C.1.C, Comision de Investigaciones Cientificas P.B.A. y Dto. Ing. Elécirica, UNS

Abatract. La principal contribucién de este trabajo cs la aplicacién de técnicaa de transformaciones
no lineales de distribuciones de probabilidad, al filtro de informacién. Se muestra con un ejemplo
muy tratado en la literatura, cémo esta implementacién equipara los resultados obtenidos por el
trabajo que inspira esta aplicacién, La motivacién por estas técnicas reside en la importancia que
tiene este algoritmo de estimacién aplicado a sistemas descentralizados.

Key Words. EKF, Filtro de Informacién, Estimacién No Lineal

1. INTRODUCCION

Posiblemente la representacién de incertidumbres
es ¢l problema més importante que aparece en
el seguimiento y control de sistemas . Los esta-
dos de un sistema raramente son conocidos per-
fectamente cuando son medidos o estimados, ya
sea porque los instrumentos o procesos de me-
dida poseen precisién limitada, o porque los mo-
delos del sistema no incluyen todos los pardmetros
que gobiernan su comportamiento. Asi, las incer-
tidumbres asociadas con la estimacion de estados
puede ser representada en forma més general por
una distribucién de probabilidad, incorporando
todo el conocimiento que se posee del estado. La
solucién mas y exitosa es el filtro de Kalman, que
para sistemas lineales provee una solucién éptima
con los dos primeros momentos que son la media
y la varianza de los estados.

El filtro de Kalman explota el hecho de que, dada
la media y la varianza (covarianza en el caso de
multiples estados) de la distribucién, la asuncién
mas conservativa que se puede realizar es que ésta
es gausiana y ademds que al operar linealmente
sobre ésta, siempre se obtiene otra distribucién
gausiana. El primer requerimiento no es dificil de
cumplir en la prictica, sin embargo, que tanto el
modelo del proceso como el de observacion cum-
plan leyes lineales, es algo que en general no se
cumple.

El filtro eztendido de Kalman (EKF) es una im-
plementacién imperfecta que intenta extender el
filtro de Kalman a sistemas no lineales. Mas es-
pecificamente, el EKF simplemente utiliza una
propagacién de las covariazas basada en linealiza-
ciones locales.

Por otro lado, el filtro de informacién es esencial-

mente un filtro de Kalman expresado en términos
de la medida de la informacion de los parimetros
o estados de interés antes que en una estimacidn
directa de los estados y sus covarianzas asociadas.
Una inicializacién mucho mas sencilla y la simpli-
cidad de sus ecuaciones para la aplicacion a sis-
temas descentralizados, hace a este filtro intere-
sante aunque poco tratado en la literatura. El fil-
tro extendido de informacién, por ser una variante
algebraica del de Kalman, adolece de sus mismos
inconvenientes. Sin embargo, a pesar de que son
conocidas las dificultades de implementacion, sin-
tonia, etc., ambos son ampliamente usados para
la estimacidn de sisternas con incertidumbres aso-
ciadas a las mediciones y aproximaciones en los
modelos.

Recientemente en la literatura se ha presentado
una técnica de estimacion lineal que obtiene de-
sempeiios equivalentes al filtro de Kalman para
sistemas lineales, y que puede ser generalizada a
sistemas no lineales. Esta técnica desarrollada por
Julier, S. (1995), demuestra analiticamente para
el filtro por ellos desarrollados una performance
superior al EKF. En este trabajo, presentaremos
primero esta técnica y luego utilizando estos re-
sultados, se desarrollara una versién no lineal del
filtro de informacién, expresando la estimacion,
en las variables de informacién. La pecesidad de
realizar esta derivacién, reside en la aplicacién que
poseen este tipo de estimadores estocasticos en es-
timaciones y control descentralizado y distribuido.

2. EL FILTRO DE KALMAN

Consideremos un sistema que evoluciona de
acuerdo a la siguiente ecuacién de estados:
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x(k+1)= (k) uk+1),k+1] )
+vik+1)

donde f[-, -, -] es el modelo del proceso, x (k) es el
vector de estados del sistema en el instante k, u (k)
es el vector de entradas y v (k) es un ruido aditivo
de proceso. La tnica suposicién sobre f1.,:,] es
que tiene esperanza finita, esto es, si X es una vari-
able aleatoria su esperanza cumple la desigualdad

E[f[x(k),u(k+1),k+1]l<oco (2)

para cualquier eleccién de u(k+1) y k+1. La
unica informacién disponible del sistema son sus
entradas de control y el conjunto de observaciones
z(k + 1). Estas observaciones estin relacionadas
con el vector de estados por la siguiente ecuacién

g(k+1)=hpx(k+1),u(k+1),k+1] (3)
+w{k+1)

donde z(k 4 1)es el vector de observaciones y
h{,-, ] es el modelo de observacién que trans-
forma el espacio de estados de la planta en el es-
pacio de observaciones y w (k) es un ruido aditivo
de medida.

Asumimos que los vectores de ruido aditivo v (k)
y w (k) son gausianos y forman secuencias no co-
rrelacionadas de ruido blanco

Ev(})]=E[w(k)]=0 V&
E[v{k),v7 (k)] =8;Q() (4)
E [w(k), wT (k)] = 6;R(3)
Elv(k),wT (k)] =0

El verdadero vector de estados del sistema es de-
sconocido y debe ser estimado. Con las suposi-
ciones hechas sobre v (k) y w (k) los estados son
variables aleatorias y el error minimo cuadratico
se logra usando media condicional. Definimos
%(i | j) la estimacién en el instante i condi-
cionada a las observaciones hechas hasta el ins-
tante j,

(| 5)=E[x() | Z] (5)

donde ZF = [2(1),2(2),...,2(j)]. La cova-

rianza condicional de esta estimacidn es

(x()—%(i | )}
-{X(i)-i(ilj)}TIZJ] (©)

En general es muy dificil determinar los valores
de estas cantidades y se emplea a menudo un es-
timador lineal. Este tipo de estimador incorpora
la informacidn de observacidn linealmente pero no
requiere que el proceso y la relacion entre los es-
tados y la observacién sean lineales. La forma
que toman este tipo de estimadores es la llamada
prediclor-corrector. Primero, la estimacion actual

PGli)=E|
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del estado y su covarianza son transformados a
través de las ecuaciones de transicién de estados
y de observacién. Estas cantidades representan
un predictor de un paso hacia adelante en el ins-
tante k + 1 dadas todas las observaciones hasta el
instante k. El sisterna es observado en el instante
k + 1 y la informacién de observacion es usada
para actualizar las predicciones y asi obtener las
estimaciones X(k+1|k+ 1)y P(E+1]k+1)
Las ecuaciones de actualizacion son

X(k+1|k+1)=X(k+1|k) e
+W(k+Dv(k+1)

Pk+1|k+1)=P(k+1]k)— (8)
— W+ 1P, (k+11E)WT (k+1)

El vector v{k + 1) es la innovacién, es decir la
diferencia entre la observacién actual z(k +1) y
la media de la observacién anterior

v(k+1)=z(E+1)—F(k+1]k) (9)

La covarianza de esta cantidad es Py, (K + 1] k) .
A W (k + 1) se la denomina ganancia de Kalman
y su valor esta dado por

W(k+1) =P, (k+1|R)PL (k+11k)(10)

En el marco del problema de estimacion la pre-
cision de las predicciones de la media y la cova-
rianza son factores determinantes en el desempeiio
del estimador. Asi, el EKF asume que

2(*‘*‘”")51”' =f[E [X(k)lzjl,u,k-l-! (11)
~E[f[x(k),u,k+1]|Z

Esto es equivalente a asumir que la media esti-
mada en el paso previo, X (k | k), es aproximada-
mente igual al estado verdadero del sistema en ese
momento. Asumiendo por lo tanto que el tamaino
del error es pequefio, el modelo dindmico de es-
tados es expandido en series de Taylor alrededor
de la estimacion X (k | £). Despreciando términos
de segundo orden y superior, la prediccién de los
estados se propaga a través de las ecuaciones no
lineales. La prediccion de los estados y su cova-
rianza queda

Rk, = FIRGE|K) uk+1),k+1](12)

Prsrn),,, = VE P (k| F) VET +Q(k + 1) (13)

donde V£ es la matriz jacobiana de la ecuacién de
transicion de estados f[-,-, ] evaluada alrededor
de X (k| k) y Q(k+1) es la covarianza del ruido
inyectado a la dindmica entre k y & + 1.

Por un proceso similar, se expande alrededor de
% (k + 1| k) en series de Taylor a la ecuacitn de



observacién y se trunca en el primer término. La
observacién, covarianza de observacién ¥ Crosco-
varianza predichas quedan

E(k+llk)EKF = h[J‘E (k +1 I L‘) u,k+ 1] (14)

P e+1t)p,, = VEP(E+1| k) VhT+

+R(k+1) 19

Pos(k+1]k)pp=P(k+1]£)VhT (16)

El filtro extendido de Kalman es en general
sub6ptimo para sistemas no lineales. Las predic-
ciones son hechas todas asumiendo que los errores
de truncacién en las series de Taylor son pequenos
¥ se necesita que tanto la funcién £ [, ., ]y h[, -, |
sean derivables. El impacto, fundamentalmente
de la primera asuncién, es muy importante al
punto que el hecho de sintonizar correctamente
este tipo de filtros es en gereral un problema de
dificil solucidn.

2.1. EL NUEVO FILTRO

La idea presentada en Julier (1995), es encontrar
una parametrizacion que permita capturar la in-
formacién de la media y la covarianza ¥ que al
mismo tiempo permita la propagacién directa de
la informacién a través de un conjunto arbitrario
de ecuaciones no lineales. Esto se logra generando
una distribucién discreta que tenga los mismos
primero y segundo momentos, donde cada punto
de la aproximacién discreta puede ser transfor-
mado directamente. La media y la covarianza
del conjunto transformado puede ser calculada en-
tonces como la estimacién de la transformacisn no
lineal de la distribucién original.

Dada una distribucién gausiana n-dimensional
con covarianza P, se generan un conjunto de pun-
tos , que poseen la misma covarianza de las colum-
nas (o filas) de las matrices +/nP (& | k). Este
conjunto de puntos tiene media cero, sumando
entonces a cada uno de los puntos la media de
la distribucién original X, se obtiene un conjunto
simétrico de 2n puntos con la media y covarianza
deseadas. Dado que el conjunto es simétrico, sus
momentos centrales impares son cero, por lo tanto
los tres primeros de éstos son los mismos que los
de la distribucién gausiana original. Este es el
mismo niimero de puntos capaz de captar toda la
informacion necesaria.

Concretando, el sistema observado en el ins-
tante k + 1 y se dispone de la media X (k [ k) y de
la covarianza P (k | k)de los estados en el instante
k. Se desea predecir X(k+ L[ k) y P(k+1|k)a
través de la funcién no lineal f[-] que describe el
sistema. El método puede ser resumido asi:

(i) Se calcula el conjunto o (k| k) de 2n pun-
tos como las filas o columnas de las matrices
+1/nP (k | k). Este conjunto de puntos tiene me-
dia cero y covarianza P (k | k). Se calcula luego
un conjunto de puntos con la misma covarianza
pero media X (k | k), trasladando cada uno de ellos
como x; (k [ k) = o (k| k) + X (k | k).
(i) Se transforma cada punto
Xi (k+ 11 B) = £[xi (k | £),u ( +1)]
(iti) Se evalia X(k+1|k) y P(k+ 1] &) caleu-
lando la media y la covarianza del conjunto de los
2n puntos y; (k + 1| £). Nos quedaran entonces

coImo

i(k+l]k)=%znx.-(k+l|k) (17)

i=1

X, =xi(k+1|k)=%X(k+1]|k)

P+11h)=Lym zer 18

Para completar la descripcién del nuevo filtro, se
debe calcular el equivalente estadistico de la se-
cuencia de innovacidn y la croscorrelacién. Obte-
nemos entonces

Zik+ 1| k) =h[X(k+1|k) uk+1](19)

como la media y como la covarianza de obser-
vacion a

2n
‘z“(k+1|k)=%Zz,-(k+llk) (20)
i=1

Eg:Z;(k+llk)—E{k+llk) (21)
Po(k+1[k) =Ly 7,57

La covarianza de innovacidn es igual a la suma de
P.; (k+ 1} k) y el ruido de observacién, es decir

Po(k+1|k)=P, (k+1]{k)+R(k+1)(22)

Finalmente, por las propiedades de las incer-
tidumbres v(k+1) y w{k+ 1), la matriz de
croscorrelacion estard dada por

2n
1 A
P, (k+1[k)= Q—HZx,-'z:?." (23)

i=1

Actualizamos finalmente con las mediciones,
seglin las ecuaciones (7) a (10), las predicciones
hechas usando el modelo no lineal,

2.2 EJEMPLO

La impacto de la ecuacién (11), puede ilustrarse
en el siguiente ejemplo (Julier, 1995). Conside-
remos el movimiento de un vehiculo a través de
una trayectoria circular. El modelo del proceso
describe la posicién y orientacién del vehiculo
x(k) = [z(k),y(k),¢(k)]T. La velocidad del
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Estado
final verdadero

Fig. 1. Media y covarianza de un vehiculo en t = k ¥
t=k+1

P(k+1) corregida

P(k+1) predicha

Fig. 2. Prediccidén y correccién de la media y la cova-
rianza con el EKF

vehiculo es V (k) y el radio de curvatura R(k).
El modelo discreto sera

z(k+1)=z(k)+ R(k):

- (sen (4 (k) + LHETY — en (v (k))) (24)

y(k+1)=y(k)+ R(k}- .
(cos (1 (k) + YEAT) — cos (v (k) (25)

V (k) AT

P+ =68+ s

(26)

Se asume que la velocidad del vehiculo V (k) esta
distorsionada por un ruido ne correlacionado de
media cero. Tanto esta situacion como la co-
rrespondiente a la verdadera media y covarianza
predicha en ¢ + At se muestran en la fig. 1. Como
se observa, la elipse de covarianza se expandié y
roté. La incertidumbre inicial en la posicién esta
aumentada por las incertidumbres adicionales en
el movimiento del vehiculo a través del arco. Apli-
- cando entonces en el instante k las ecuaciones de
prediccién {12} a (16) obtenemos la elipse pun-
teada de la fig. 2. Mientras que la estimacion
de la media es hecha utilizando las ecuaciones del
modelo, 1a covarianza es proyectada linealmente
en la direccion inicial del movimiento. Esto hace
que se pierda parte critica de la informacidn que
es la mayor componente de incertidumbre en la
direccién del vehiculo. Esto puede ser corregido
agregando dindmica de ruido al modelo (Q (k)),
con lo cual se expande la elipse de manera que
abarque a la verdadera elipse; esta situacion se

puntos transformados

Fig. 3. Prediccién del nueve fltro

representa con linea llena en la misma figura.

La fig. 3, muestra como el nuevo filtro de Kalman
ptoyecta la posicién del vehiculo. Antes que
proyectar la media y la covarianza a través de
ecuaciones separadas, la elipse es aproximada por
un conjunto discreto de puntos como se mues-
tra en esa figura. Cada uno de esos puntos se
proyectan por separado a través del camino circu-
lar y por lo tanto la elipse resultante estd rotada
y escalada.

3. EL FILTRO DE INFORMACION

El filtro de informacidn es esencialmente un filtro
de Kalman expresado en términos de la medida
de informacién que se posee de los estados. Las
dos variables que forman la idea base de este filtro
son la malriz de informacidn y el vector de estados
de informacion. La primera de ellas, se obtiene a
partir de la teoria de Bayes y el principio de me-
dida de Fisher. Este indica que, informacién es
la cantidad de conocimiento de los estados x, que
ests presente en el conjunto de observaciones Z*
hasta el instante k. Luego de un calculo sencillo
se llega a que esa matriz de informacién, que lla-
matemos Y, es igual a

Y(il) =P (il]). (27)

A su vez, el vector de estados de informacién es
el producto de la matriz de informacién y la esti-
macién de los estados.

FG15) = PG )R(])
= YGINEGI) (%)

Asi, manipulando las ecuaciones (12) a {16} para
el estimador y (7) a (10) para el predictor, se ob-
tienen las ecuaciones (29) a (32) que expresan la
forma del filtro extendido de informacién (EIF)
para sistemas no lineales

Prediccion

Fk+1]k)=Y (k+1]k)
f(x(k|k),u(k) k)

3

(29)

Gy = VEY (£ | &) VET

Y(k+118) = Gam+Qt+1]) 0
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Estimacion
§(k+1|k)=§(k+l|k)+i(k+l) {31)
Yk+1|)=Y(k+1|E)+I(E+1) (32)

donde la contribucién a la informacion esta dada
por

i(k+1)=VRI(k+ DR (E+ 13 o
T=[v(k+1)+ Vhe (k+ )R (E+1|8)] O
I(k+1)=VhTR"!(k+1)Vh, (34)

y donde v (k) es el vector de innovacidn igual a

v(k+1)=2z2(k+1)-h(xX(k+1}k)) (35)
Este filtro resuelve en el espacio de informacion,
el problema de la estimacidn lineal para sistemas
con dindmica y observacién no lineal. Sin em-
bargo, algunas de las desventajas que afectan al
filtro extendido de Kalman siguen afectando al de
informacién. En estas se incluyen la obtencion
de los jacobianos y la naturaleza local de la li-
nealizacién. Sin embargo, la inicializacion de éste
filtro es mas sencilla, esto es debido a que la esti-
macidn de la informacién inicial es sencillamente
igualada a cero. aunque en la implementacion se
iguala la matriz de informacidn a valores pequefios
distintos de cero en la diagonal.

3.1. NUEVO FILTRO DE INFORMACION

Utilizando un razonamiento similar al empleado
en el filtro extendido de Kalman, se intenta aplicar
los principios del nuevo filtro de Kalman al es-
pacio de informacién. Esto genera, de la misma
manera que antes, un filtro que predice y estima
informacidén de los estados no lineales, dadas ob-
servaciones y dindmicas no lineales, sin recurrir
a linealizaciones locales y de una manera que ex-
tiende en forma mds natural el concepto del filtro
de Kelman para el caso de sistemas lineales.

En primer lugar las ecuaciones de prediccion se
calculan como

F+1|E)=Y(k+1[k)x(k+1]k) (36)

Y(k+1]k) =P (k+1]k) 37)
donde X(k+1|k) y P~'(k+1]|k) se hallan a
través de las ecuaciones (17) y (18) tomando
ax(k|k) = Y (k|k)y(k|k)y P(k|k)
Y-V (k | k).

Luego se demuestra facilmente la siguiente igual-
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dad

P,(k+1|B)=PT (k+1]k).

Plk+1|B)Pa(k+1E) OO

y operarando ailgebraicamente las ecuaciones (7) a
(10}, se obtienen las expresiones de la estimacién
en el espacio de informacion

F+1IE+1)=F(k+1] k) +i(k+1)(39)

Y(k+1)k+1) =Y (k+1]|k)+I(k+1)(40)

donde la contribucion a la informacién esta dada
por

H=Yk+1|k)P;, (k+1]|k)

i(k+1)=HR ' (k+ 1)7 {41)
= [v (k+ 1D +PT 1y FGen
I(k+1)=HR™'(k+1)H" (42)

y donde v (k) es el vector de innovacién y es igual
a

vik+D=z(k+1)—-Z(k+1]k) (43)
Como se observa, se obtiene una expresion del fil-
tro de informacién, empleando transformaciones
no lineales de la distribuciénes de probabilidad.
Sin embargo, en apariencia, se complica el calculo
comparando estas ecuaciones con las del filtro de
Kalman. Pero esto que aqui no es evidente, tiene
sus ventajas. Esta transformacién de estados,
hace a las variables de informacién ortonormales.
Esta caracteristica hace que una version descen-
tralizada de estas ecuaciones sea mucho mas sen-
cilla (Mutambara, 1994).

4. APLICACION

En esta seccion compararemos el desempeiio del
nuevo filtro de informacién sobre el nuevo filtro de
Kalman para un problema que fue presentado ini-
cialmente por Athans, M. (1968). La comparacidn
con el filtro extendido de Kalman, no serd pre-
sentada en este trabajo por encontrarse profusa-
mente demostrada en Julier S. (1995). Se elige
este ejemplo debido a sus significativas no lineali-
dades tanto en el proceso como en la observacion
y a que ha sido extensamente analizado en la li-
teratura.

Deseamos entonces estimar la posicion, la veloci-
dad y el coeficiente balistico de un cuerpo, que
reingresa a la atmosfera desde una altura muy
grande y una velocidad muy grande. La acel-
eracion debida a la gravedad es despreciable com-
parada con los términos de atraccion de la altura
y la velocidad. Se restringe al cuerpo a caer ver-



Fig. 4. Geometria del ejemplo

ticalmente y se muestrea el recorrido del mismo
usando un radar con la presencia de ruido blanco
no correlacionado. La geometria del problema se
muestra en la fig. 4, donde el radar estd a una
altura & de 100.000ft y la distancia horizontal
entre el cuerpo y el radar, M, es de 100.000ft.
Este sistema tiene tres estados que son la altura
en pies (z1), la velocidad en pies por seg. (z2), y
¢l coeficiente balistico en pulgadas por pies (za).
La dindmica del sistema continuo es:

£ () = —za (t) + wy (¢)
2y (1) = —e~ " Oz (1) 23 () + wa (1) (44)
z3 () = w3 (¢}

donde wy () ,wa(t} ¥y w3 (t) son ruidos de media
cero y no correlacionados con covarianzas dadas
por Q(t) y v es una constante de valor 5 x 10~
que relaciona la densidad del aire con la altura.
El recorrido medido por el radar esta dado por

z(t) = \/(w + 1z (1) - H]’) +r(t)  (45)

donde r (t) es el ruido de observacién, no correlado
y con covarianza R () = 10*f¢2.

Ambos filtros fueron implementados en el campo
discreto y se realizé una observacion por segundo.
Esto de acuerdo con el experimento original en
Athans, M. (1968). Sin embargo, entre instantes
es necesario integrar las ecuaciones (44) con un
paso pequeno para producir predicciones razona-
bles. Esta complicacién adicional no afecta sin
embargo la implementacién de los nuevos filtros.
El sistema fue simulado para obtener el vector de
medidas considerado como la observacion real, y
para comparar resultados.

1,08 estados inciales del sistema y de la estimacién
son

z1 (0) = 300,000 ft  %,(oj0) = 300.000 ft

z2(0) = 20.000 ft/s o0y = 300.000 ft (46)

z3(0) = 10-3ft=1  Z,oj0) = 300.000 ft

y de la covarianza
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Fig. 5. Error medio cuadratico del estado2

Por lo tanto, la estimacién inicial de la altitud
y velocidad son correctas, mientras que la esti-
macidn inicial de la constante balistica es muy
mala. Fisicamente esto significaria que se asume
que el cuerpo es "pesado " mientras que en re-
alidad es liviano. Deseamos ver como converge
tanto el filtro de informacién como el de Kalman
en su nueva forma, considerando que Q({k) = 0.
Condicién tambien presente en Athans, M. (1968).
En la fig. b se muestrala magnitud del error medio
de los errores de cada estado. Como se puede ob-
servar existe muy poca diferencia entre las esti-
maciones de los filtros.

5. CONCLUSIONES

En este ejemplo se muestra que la derivacién
de las técnicas presentadas por Julier S. (1995)
al filtro de informacién tienen una exactitud
practicamente igual en la estimacién. Sin em-
bargo posee las caracteristicas bdsicas que lo ha-
cen preferible en aplicaciones de control descen-
tralizade. La mds importante de ellas es la
propiedad de ortogonalidad de los estados de in-
formacién que facilitan la obtencién de algorit-
mos descentralizados y distribuidos (Mutambara,
1994). )
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