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Abstract. En estas notas se presenta una introducción al análisis de las solu-
ciones en forma cerrada de sistemas de control lineales invariantes en tiempo
(extráıdo de [2]).

1. Soluciones Anaĺıticas de Sistemas Lineales Invariantes en Tiempo

Recordemos que un sistema Lineal Invariante en Tiempo (LTI) puede ser escrito
en variables de estado como:

{
Ẋ(t) = A ·X(t) + B · u(t)
y = C ·X(t)

donde x ∈ <n, y ∈ <m y u ∈ <r. Por ser un sistema de ecuaciones diferenciales
ordianras lineales con coeficientes constantes, es posible obtener:

X(t) =
∫ t

0

eA·(t−σ) ·B · u(σ) · dσ

Claramente la salida puede ser obtenida:

y(t) = C ·
∫ t

0

eA·(t−σ) ·B · u(σ) · dσ

Notemos que dependiendo de la señal elegida para u(t) se tendran difrentes
comportamientos para X(t).

1.1. Respuesta al escalón. Ya hab́ıamos estudiado la respuesta al escalón para
sistemas LTI escritos usando la trasnformada de Laplace para sistemas de una
entrada una salida (SISO). Ahora es posible estudiar la respuesta al escalón de sis-
temas LTI Multivariables utilizando la solución en forma cerrada recién presentada:

X(t) =
∫ t

0

eA·(t−σ) ·B · dσ

donde:

u(t) =

{
1, si t ≥ 0
0, si t < 0

Asumiendo que existe la inversa de la matŕız A, se puede calcular la integral y
obtener (ver [1]):

(1.1.1) X(t) = A−1
(
eA·t − I

) · w
donde I es la matŕız identidad y:
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w =
∑

j

bij

siendo bij el elemento i− j de la matŕız B. El principal obstáculo para obtener
un análisis de la respuesta en (1.1.1) es el cálculo de la matŕız exponencial eA·t,
para ello se poseen muchos métodos (según el caso, ver [1]) pero asumiendo que se
puede obtener la forma canónica de Jordan (método 16 de [1]), se tiene:

eA·t = M · eΛ·t ·M−1

donde M es una matŕız que contiene los autovectores de la matŕız A y eΛ·t es
una matŕız diagonal calculada con los autovalores de A:

eΛ·t =




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
0 . . . 0 λn




siendo {λ1, . . . , λn} los autovalores de A.

2. Estabilidad

A partir de las soluciones en forma cerrada de las secciones precedentes, es claro
que la estabilidad (tendencia a un punto de equilibrio estable) de un sistema LTI
depende únicamente de los autovalores de la matŕız A.

En resumen podemos concluir lo siguiente:
• La estabilidad del sistema es independiente de si se estudia el vector de

estados X o la salida y, porqué?
• Para sistemas no-lineales la estabilidad en cercańıas de un punto de equilib-

rio depende de los autovalores del jacobiano del campo vectorial no-lineal.
• Los autovalores del sistema LTI se calculan como: det(λ·I−A) = 0. Porqué

podemos concluir que un sistema LTI es estable si todos sus autovalores
tienen parte real negativa?
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[2] Babatunde A. Ogannaike and W. Harmon Ray, Process Dynamics, Modeling, and Control,
Oxford Uniersity Press, 1994.


